Calcul du temps de vie radiatif
d’un niveau quantique
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1. Introduction

Pour la connaissance de la structure électronique des atomes et des ions, la phase
gazeuse c’est le milieu qui représente le moins de difficultés. Ca permet d’atteindre un
ensemble de valeurs essentielles. Pour cet état physique, le parametre a calculer est
surtout la force de raie S. La mise au point de lasers a gaz exige plutot les valeurs des
probabilités de transition par unité de temps W. Aussi bien pour la force de raie que
pour la probabilité de transition il est utile d’introduire un parametre sans dimensions
appelé force d’oscillateur f qui apporte une information a titre de comparaison entre
les transitions d’absorption et d’émission au sein d’un méme édifice électronique.

L’évaluation est moins aisée lorsqu’on fait appel & I’état condensé - qu’il soit solide
ou liquide. Ici la notion de force d’oscillateur est essentielle. Pour I’état solide & partir
d’un spectre on peut estimer une force d’oscillateur “ expérimentale ”. De cette force
d’oscillateur on peut, par la théorie de Judd-Offelt, obtenir les valeurs des probabilités
de transition. Toutefois il faut s’assurer que la transition a bien lieu entre niveaux
électroniques purs. C’est a dire sans contribution des énergies de vibration du réseau.
Il faut aussi que la symétrie du site que I'ion occupe dans le cristal soit bien connue
de fagon a pouvoir prendre en compte les effets de champ cristallin. Les calculs assez
récents (voir Georgescu et al) sont assez satisfaisants par rapport aux observations
expérimentales.

2. Force d’oscillateur et force de raie - Transition 1s < 2p de I’atome
hydrogéene
Concentrons-nous sur un cas simple: la transition 1s < 2p de ’atome hydrogene

(considéré appartenant & un systéme gazeux tres raréfié). Cette transition est observée
A\ =1216,68 A.
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Une transition quantique (absorption ou émission) entre deux états électroniques
est représentée par le schéma suivant:

La force d’oscillateur f(,,) de la transition en absorption de |a) vers |b) est liée a
la ”force de raie” S(;q) par le biais de la relation:

2mg - Wpesq

S(ba)-
3h-el-ga "

f(ba) =
Dans cette relation mg est la masse propre de 1’électron, A est la constante de
Planck rationalisée (h divisée par 27), et eo est la charge normalisée de 1’électron
(charge élémentaire de 1’électron divisée par \/4meg).
S(bay ne dépend pas du sens suivant lequel la transition est effectuée absorption
ou émission, i.e.:

Stbay = Sary =€ > [l JuMy| R|oaJo My)[*.
Mg M,

a, et ap sont des nombres quantiques supplémentaires qui précisent mieux les états
|a) et |b) ; Ju, Jp et M,, M; sont respectivement les moments angulaires totaux et les
nombres quantiques de “ projection ” associés a J.

R est un opérateur, i.e. R < R. 1l représente le vecteur de position et correspond
a la distance moyenne, par rapport au noyau, de I’électron “1i” (celui qui effectue la

. N
transition). Pour un atome & N électrons nous pouvons écrire R = & - > #;.
i=1

Pour l'atome d’hydrogene (ayant un seul électron), R =r (représentg par : ).

Lors d’une absorption (du niveau |a) vers le niveau |b)), la force de raie est reliée
au coefficient d’Einstein B(;,) par la relation suivante:

472

— St
312 - g, (ba)
Lors d’une émission (du niveau |b) vers le niveau |a)), la force de raie et le coefficient
d’Einstein A, sont reliés par:

Bpa) =

4w s =
At = G gy Stan 3e~3-10%m 7
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7 oy _ 21 . . o % .
Par définition w = =< ; alors: A(q) = T g S(ab)-

Les unités (S.I. = systéme international) de la force de raie S(,;) sont les unités du
produit e x a3. Dans le systeme S.1., le facteur e représente la charge élémentaire au
carré (e?) divisée par 4 (ﬁ ~ 9x10° F~1.m). Le calcul de I’élément de matrice
fait intervenir ag au carré. Ainsi, avec les valeurs courantes pour la charge élémentaire
et le rayon de la premiere orbite de Bohr nous pouvons calculer:

ex1,6-1079C 5 e = e }

ap ~ 0,529 A =0,529-10"19m
metre® = J - m?).

= e x a2 ~ 0,644 - 10~ *wu.s.i. (Joule -

Si nous voulons exprimer \ en A, en sachant que &~ 1,054x1073% w.s.i., il faut
18
écrire le coefficient d’Einstein sous la forme: A, = %

A.

Ce coefficient a une dimension correspondant  I'inverse d'un temps: (seconde) ! =

g1

- S(ab); A exprimeé en

Faisons le calcul d la force de raie S(,;) pour 'atome d’hydrogene, i.e. R — 7=

Sy =€t > o JyMy| 7 |agJu M),
M, M,

Pour ce type de calcul il est commode d’exprimer le vecteur r sur la base des
harmoniques sphériques, ie.: 7o = z = /4T - ||r| - Yio et roy = ZF% (x +iy) =

\/ % - Il - Yi41. Dans la suite des calculs nous écrivons habituellement: |[r| = 7.

Dans le cas de ’émission ce calcul est écrit en utilisant les états électroniques ®;
(mono):

N . 1
[[{vp Jo M| 7 |anaMa>||2 = ||<(I>2p| r |CI)1S>||2 ;@) = ;'Pnl (1) Yim (0p) = Rt Yim (0p) -

Un état mono électronique ®; s’exprime comme un produit entre un facteur radial
et un facteur angulaire dépendant de 0 et de ¢. Le vecteur r s’exprime en fonction
de T.YLM.

Considérons ’ensemble (n’ 1’ m’) pour la fonction 2p, et (nml) pour la fonction
1s. Séparons ensuite les parties radiales des parties angulaires. Cela donne:

(Bop| 7 |P15) = (R U'm/|# |nlm) = (Pap|r|Prs) - (I'm!| Yiar [Im).
Considérons d’abord les parties radiales:
2
Py () = b e (<2%) ¢ Pl = 2 oo (-%)

(Pop| 7| Prs)

Il

1 r 2r r _
72\/6 . a2/2 - exp (—an) T ag/z - eXp (—%) dr =
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(oo}

o . s . _
Nous avons fait intervenir les intégrales du genre: [ 2" - exp (—ax)de = 4.

0
Dans le cas considéré auparavant : n = 4 et o = (3/2)-(1/ap) ; alors le calcul

donne :
a1 2\ \/3
—_— e —— . _ .a % —_ .a .
V6 at \3 0 3

Donc dans le calcul de la force de raie, la norme carrée de la partie radiale est:
2 .5
[(Pop| 7 [Pro)|I” ~ 5 - af.
Pour les parties angulaires, il faut calculer

27
Um| Yo [lm) = [sin6-d0 [ Y}, - Yia - Yimde =
0

/ Yy - You - YimdSQ,

m/’

ou d2 =sinf df de.

Les intégrales angulaires on les calcule de plusieurs facons différentes: avec les
symboles ”35” ; avec les coefficients C* ou bien avec les coefficients de Clebsch-
Gordan.

2.1. Calcul en utilisant les symboles 3;

Les symboles 35 (voir les tables de Rotenberg) correspondent au couplage de trois
moments angulaires (deux moments par rapport & un troisiéme).

(21/+1)-(2L+1).(2z+1)_(l’ L 1 )_(z’ L

1ot __1\ym
(o Yias lm) = (1) - SRR N

Les calculs donnent des résultats qui sont différents de zéro si les conditions cor-
respondant a la regle de triangulation sont satisfaites. Il faut, premierement, que -
m' + M + m soit 0, donc M = m' —m et il faut ensuite que la somme I’ + L + [ soit

.00

un nombre entier pair. Pour une transition dipolaire électrique I’expression de ”r” en
harmoniques sphériques nous impose L = 1.

2.2. Calcul en utilisant les coefficients C*

Les coefficients C* correspondent directement aux intégrales que ’on recherche:

[ 4w
Ck (lm, l/m/) = m <}/2m| Ykmfm’ D/l/m’> .

Il faut observer aussi que :
Ck (Im;I'm/) = (=1)™ ™ C* (I'm/; Im) .

Pour les harmoniques sphériques de @5, nous avons: I’ =1 et m’ = +1,0, —1. Les
Y.n a considérer sont donc: Yq1 ; Yig et Y1_1.
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Pour ®1,: 1 = 0 et m = 0, donc la seule possibilité pour Y;,, est: Yyo.
En tenant compte des regles de triangulation:

A (Yia| Vi [Yoo) = C°(11;00) = %; \/%(YM Y10 |Yoo) =

= C(10;00) = —= et /5 (V11| Y11 [Yoo) =
= C° (1 —1;00)

Alors : (\/%U'mﬂ Yo \Yo0>)2 =1

Finalement, le calcul la valeur de (r)? entre 1s et 2p donne:

Sl

_ L
I

w

2
@l 7 1@L)I* = [[{Papl 7 [PL) | - [0 | Year llm) | = Sag

| ot

Pour les parties radiales 'intégrale n’intervient que par une seule valeur. Les trois
intégrales pour les parties angulaires représentent chacune une possibilité d’absorption
suivant la polarisation des photons (selon z,y, ou z). C’est pour cela que nous avons
utilisé le symbole > .

M, M,
On se rappelle que : Sy = €3 X [{wdy M| 7 |ag Jo M) ||
M, M,

La somme de ces trois possibilités, correspondant aux trois intégrales, est: 1/3 +
1/3+1/3=1.

Nous obtenons ainsi la force de raie de la transition 1s — 2p :

. 2 5
Strsmzp = € Y [(@ap] 7[1)[* = 3 €f-a.

2.3. Calcul en utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan

Les coefficients de Clebsch-Gordan sont reliés aux symboles 735" par la relation
suivante:

(_1)j1—j2—m
NoTES

Les j et m jouent le réle de j3 et m3 dans 1’expression générale du symbole ”35”.

Les tables des coefficients de Clebsch-Gordan nous indiquent que: (11 —1 —1|1100) =
1

7
Donc le premier symbole ”3;” que nous avons calculé auparavant pourrait étre
obtenu aussi par 'utilisation des coefficients de Clebsch-Gordan:

(- /1 10N (=D°1 1
m.m—nnoo)_(l . 0>_ﬁ3_\/§'

myp Mg M

“(Jrjemame | jijej —m) = ( g2 ) .
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3. Coefficients d’Einstein

Lors d’une transition de type émission b — le temps de vie radiatif 7 du niveau de
départ b est définie en tant qu’inverse du coefficient A4 d’Einstein. La transition
1s < 2p de 1’hydrogene est observée a: A = 1216,68 A et le niveau initial 2p, en tant
qu’orbitale de type p, a une dégénérescence de 3, donc gop, = 3.

Dans ce cas on peut calculer le coefficient d’Einstein a I’émission spontanée, et on

obtient:
2,02-10" - S,

A3 (A) 92p

Du coefficient A ;42p) on tire le temps de vie radiatif du niveau 2p : 7 = (A(lsygp)) !
0.16-107 % s.

A partir de la connaissance de la force de raie S(j5_.2,) = S(2p—15) On peut accéder
directement a la valeur de la force d’oscillateur a I'absorption f(2,15). Pour cela nous
allons suivre la méme démarche que précédemment en exprimant les facteurs constants
de la formule générale dans le systeme S.I., en ne conservant que les variables A et g,
dans I'expression finale. Compte tenu du produit e§ x a (unité de S(;4)), nous avons:

~6,25-108s7 1.

A(18,2p) =

Q

_ omg2my _ 2mg2n$ 3037 sz 9 9
f(ba) ~ 3heZg. S(ba) ~ BheZ-ga S(ba) ~ A(A gu S(ba) (en unites eg 0’0)

Pour I’atome d’hydrogene cela correspond a I’absorption du niveau 1s vers le 2p:

c
2myg - 277”2;)&13 § 2mg - 2m A2p1s

feps) = 3h-€2- gus 37 3h- €2 g1s

303,7 5

5 ~

3 )\2p<—15 (A) *J1s 3

Lors de la transition 1s — 2p, le niveau 1s étant non dégénéré, on a g1,= 1 et
Aap1s = 1216,68 A.

Dans ces conditions, & ’absorption la force d’oscillateur f(2,15) est égale a ~ 0.416.

On vérifie facilement que la force d’oscillateur ” f” est sans dimension.

De cette valeur, on peut aussi extraire la force d’oscillateur & 1’émission a ’aide
de la relation:

91s 1
f(182p) = 7@ . f(2p15) ~ —g . 07416 ~ —O7 139.

L’émission est de signe contraire a I’absorption ; cette derniere est prise positive.
La force de raie permet aussi le calcul du coefficient d’Einstein en absorption:
42

Bba) = 75, Sba)-

Soit pour la transition 1s — 2p le coefficient d’Einstein est : B(QPIS) = WM'
S(apis) 5
472 5
By & ————————— = .0,644 - 107*® ~ 1,26 - 10! 3. 71,42
@pls) =371 10-68 3 ; m s

Le coefficient d’émission spontanée s’exprime en seconde™!. Celui qui caractérise
I’absorption est en m? x J~! x s72. En fait, la notion méme d’absorption implique
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que le systeme sur lequel on réalise 'expérience se trouve soumis a un faisceau pho-
tonique (de lumiere monochromatique). Ce faisceau délivre au niveau de I’échantillon
un nombre constant de photons a une fréquence donnée et fixe. Dans ces conditions,
nous sommes conduits & introduire la quantité: U,dw (densité spectrale d’énergie).
U, dw représente I’énergie de n photons (d’énergie individuelle £ = fiw) par unité
de volume et dans l'intervalle allant de w a w+dw:
h-w? 2h

U,=n- =n-
v m2. 3 T A3

L’énergie par unité de volume est parfois définie en fréquence v et non pas en
pulsation w. Comme w = 27y, et que: Uw dw = Uv dv, les expressions de Uw, et

Uv sont reliées par: Uw = Uv /21 . Les expressions qui relient les coefficients sont:
2 3

Ba) = 5oz - Aga)-
Donc, en revenant au calcul précedent U, est: U, =n

0,67-10~4
oy
Dimensionnellement, on voit alors que le produit correspond a:

:<m3~J~s_2>-<J-s-m_3>:<s_1>.

-s-m™3

[Bva) - U]

dim

Le produit B(ba) x U, a comme A(ab) la dimension de 1’inverse d’un temps.
Pour Patome d’hydrogeéne, avec A = 1216,18 A les calculs conduisent A:
0,67-10~%

Uy=n—————am~n-37-100" J.s5.m™3.
(1,21618 - 103)° ’

Le coefficient d’Einstein d’absorption stimulée xU,, donne :
Bioprs) - Uu ~1,26-10*" - n-3,7-107" ~n-4,66-107 (s7').

On observe sans difficulté particuliere qu’on obtient la méme valeur de la force
d’oscillateur en absorption si on utilise la relation qui exprime cette force en fonction
du coefficient d’Einstein.

Pour la transition 1s — 2p, avec A = 1216,18 A cela donne: fep1s) = 0,415.

Voici les ¢ détails ” du calcul :

_ mo-hwap—is o 27
f(Qp,ls) = o 27_‘_42.2:(2)71 . B(Qpls) = 271_2'71;250':22&15 . B(Qpls)
N (9,1-107%")-(1,054-10*)-2-(3-10%) o1
fepas) =~ 2(3,14)-(1,6-10~19)7-(9:10°)-A 4)-(10-19) ~ (1,26 -10!)

~ 505 _ 505 .
f(2pyls) ~ Niy 121618 ~ 0,415.

Pareillement que les forces d’oscillateurs, les coefficients d’Einstein sont reliés entre
eux par les dégénérescences des niveaux. Il est donc possible de calculer le coefficient
d’Einstein en émission stimulée connaissant celui en absorption. Ainsi: g, X B(pq) =
gb X B(ap). Dans notre cas particulier cela donne :
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g1s X Bapis) =092 X Bsgpy = 1x1,26x10%" =3 x B(1s2p).

Finalement on obtient : Bs 9,y = 0,42.102'm3 x J~ ! x s72.

4. Probabilité de transition par unité de temps

Il existe une troisieme voie de mise en équation de ces phénomenes qui consiste &
les formuler en terme de probabilité de transition par unité de temps. Cette derniere
maniere de procéder est plus commode lorsque 1’on souhaite faire un bilan. Ce bilan
se réalise entre I’énergie qui entre dans le systeme a ’absorption et celle qui en sort a
I’émission, peu importe que ¢a soit sous forme spontanée ou stimulée.

Les formules pour la probabilité d’émission spontanée généralise celles des coeffi-
cients:
4w3

Hf(m—b) = A ey = _ a<b .S a)-
spont (a<D) 37 . c3 - b (ba)
Nous avons donc :
403
(1s<—2p) o 1s2p . 8 —1
Wapont " = Attsczp) = g Siapray 26,25 10° (s7).

Pareillement, pour les probabilités d’absorption et d’émission stimulée:

dw3 - n

(b—a) (be—a)
w =W =B Uy = ——5
bs (ba) w 3h - 03 “ Ga

a stim

“S(ab)-

En effet:

W(sgem) — el _ Bopis) - Uw =n - 4,66 - 107 <8—1> .

a stim
Considérons les relations:

W(b«—a) o = W(b«—a) . o (as=b) W(a<—b) g

abs stim Ya

Dans le cas 1s—2p cela donne:

W(iﬁﬂ—ls) 1 = W(2p<—18) 1= W(;j—%) 3= W(ls<—2p) .3

a stim a stim
(2p—1s)
(1s2p) _ Wi 1466107 7 —1
Wi = e = 2N~ 1,55-107 (s71).
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