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Résumé

Having as starting point the M-polysymmetrical hyper-group, the quasi M-
polysymmetrical hypergroup is defined and its identification with the 1-hypergroups,
commutative and non commutéative respectively is proved in this paper, as well
as that those hyperstructures which are closely related with the groups.
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1 Introduction

Dans ma note & ’Académie Francaise en 1970 [12] en partant d’un corps algé-
briquement clos et moyennant une hyperopération convenable définie sur lui, je me
suis amené a l'introduction a deux classes de structures hyper-compositionnelles, ces
qui ont été nomées beaucoup plus tard, en 1992, par Yatras, M-hypergroupes po-
lysymétriques et M-hyperanneauz polysymétriques respectivement [15], [17]. Dans la
note citée j’ai donné encore certaines propriétés fondamentales de ces hyperstructures
en démontrant surtout leur lien étroit avec les groupes abeliens et les anneaux, tan-
dis que Yatras les a étudiées au fond [13], [15], [16], [17]. Dans le présent travail on
met d’abord en rapport les M-hypergroupes-polysymétriques avec les 1-hypergroupes,
c’est-a-dire les hypergroupes dont leur coeur est un singleton [3] [4] [11] et, ensuite,
on introduit une nouvelle hyperstructure, le quasi M-hypergroupe polysymétrique. On
rapelle que le coeur d’un hypergroupe H est le plus petit au sens de l'inclusion sous-
hypergroupe h de H, pour lequel 'ensemble H/h est un groupe. En ce qui concerne
les M-hypergroupes polysymétriques on cite leur définition [12] [15] [17].

Définition 1 On appelle M-hypergronpe polysymétrique un ensemble H muni d’une
hyperopération, notée de préférence additivement = + y (en cause de sa liaison immé-
diate avec les M-hyperanneaux polysymétriques [12] [17]) vérifiant les axiomes :
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- 1. x4+y=y-+x pour tout x,y € H.

-2 (x+y)+z=a+ (y+ 2) pour tout z,y,z € H.

-3.(30€e H) (Ve € H) [x €0+ z].

~ 4. (VzeH) (32 € H) [z +2' =0]".

Tout tel élément x’ est un opposé ou symétrique de x par rapport a 0 consideré et
leur ensemble S(z) = {2’ € H : © 4+ 2’ = 0} est le symétrique (ensemble) de x.

- 5. Pour tout z,y, z € H et pour tout 2’ € S(z),y" € S(y), 2’ € S(z),sl z € x+y,

alors 2/ € o’ +y/.

De la définition il résulte :

— i.x+ H = H pour tout x € H, ce qui justifie la caractérisation de la structure
comme hypergroupe et, par couséquent, on a =+ 1y # 0, quelque soient x,y dans
H 4] [6] [7] [8].

— ii. I’ unicité de 0-le zéro de H.

— iii. S(0) = {0}.

On cite encore de [12] le théoréme suivant, étant indispensable pour la suite :

Théoréme 1 Les ensembles C(x) = 0+« , quand x parcourt H, forment une parti-
tion de H et on a
zt+y=0+zc4+y=(0+2z)+(0+y).

De plus,. pour tout x,y € H, ’hypersomme x + y est une de classes de la partition et
Uensemble G(H) = {C(x); x € H} de ces classes est un groupe abelien par rapport a
Uopération C(x) + C(y), appelée groupe de réduction de H (ou, simplement groupe
de H ; voir encore [15] et [17]).

Ensuite et apres une étude relative il a résulté comme conclusion fondamentale la
construction de tous les M-hypergroupes polysymétriques, dont le groupe de réduction
est isomorphe a un groupe abelien donné.

Il faut encore noter que, comme il est évident, ’'ensemble {0} est un sous- hyper-
groupe de H (et méme, un M-sous-hypergroupe polysymétrique de H, comme,
d’ailleurs, tous ses sous-hypergroupes en sont tels de [16] [17]) et, par conséquent,
son cceur wy et le groupe H/wgy 1’ est que le groupe de réduction de H.

Passons, maintenant, au développement ultérieure du sujet.

2 Les 1-hypergroupes commutatifs et les M-hyper-
groupes polysymeétriques

De précédents il se rend visible que tout M-hypergroupe polysymétrique est un
1-hypergroupe commutatif. Mais on va voir que le réciproque est aussi vrai.

Soit, en effet, (H,+) un l-hypergroupe commutatif, dont I’hyperopération est
notée de méme additivement (par analogie au cas précédent) et soit wy = {a}, a € H,
son coeur. Comme il est connu de la théorie des 1- hypergroupes [3] [4] [11], les

1On identifie, quand rien ne s’y oppose, les éléments = € E et les singletons correspondants {x}.
On écrit, donc,  + =’ = 0, au lieu de {0}.
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hypersommes a +  forment une partition de H (& ses 8% classes [4] [11] [14]) quand
x le décrit et que H est régulier (completement régulier au sens de Marty [9]) et
revercible, dont a est son élément neutre, son zéro, noté 0 (= a) et on a & € 0+ =z,
pour tout € H, car wy = {0} considéré comme sous-hypergroupe de H est inversible
[2] [7] [8]. Quand aux opposés ou symétriques d’'un x € H on a que, si C(y) = 0+y est
loppose de C(z) = 0+ x dans le groupe H/wpy (forcement abelien) appelé de méme
groupe de réduction de H, de C(x) + C(y) = C(0) = {0}, on a  + 2’ = 0 pour tout
x' € C(y) et seulement pour de tels ' € H. Par conséquent C(y) = C(z') = S(z)
est I’ ensemble des opposés de x. Mais, en ce qui concerne les classes mod wpg, on a
généralement dans H/wpy

C(x)+ C(y) =C(2) (une classe),

donc
O+2)+(0+y)=0+z+y= ) O0O+w)=0+2
wex+y
et on voit que toutes les classes 0 + w de 'union Uy eq44(0 4+ w) sont égales & 0+ =z
(étant évidemment 0 + w C 0+ z). D’autre part, pour tout z; € C(x), y1 € C(y), on
a de méme

O+az1)+O0+y)=0+a1+p= |J O+w)=0+z
weET1+Yy1

et, comme on a 1 + Y1 O w < w € T + y, on déduit que x1 + y; = = + y. Ensuite,
puisque C(x) + C(y) = Uy, ec(a),yrecy) (@1 +y1) =x+y,onax+y=0+z,c est-a
-dire I’hypersomme x + y est pour tout =,y € H une des classes de la partition mod
wg. Enfin, pour tout z, y, z € H, 2’ € S(z), vy € S(y), 2 € S(z),siz€x+y,ona
successivement z + 2/ C2' + x4y, 0€2 v +y, 0+ +y' C2Z +ax+y+a’ +vy,
'+ C 0+ 2 et, d’apres la conclusion précédente, ' +13' = 0+ 2, done 2’ € ' +y/'.

En conclusion on a que tous les axiomes de la définition I sont vérifiés et, par
conséquent, on a le théoreme tres considerable :

Théoréme 2 Tout M-hypergroupe polysymétrique est un I1-hypergronpe commutatif
et réciproquenent.

Il résulte donc que, comme les notions du M-hypergroupe polysymétrique et de I’
1-hypergroupe commutatif sont identiques, toute propriété se rapportant a I'une d’
elles, elle est valable pour 1’ autre. Ainsi la classe considérable des 1-hypergroupes est
enrichie par des propriétés qui ont résulté de I’ étude particuliere des M-hypergroupes
polysymétriques. Comme exemples indicatifs nous rapportons les suivants (ou, évi-
demment, on a pose 1-hypergroupe au lieu de M-hypergroupe polysymétrique) [15]
[16] [17] :

Proposition 1 Tout I-hypergroupe commutatif est un hypergroupe joint (join space).

Proposition 2 Dans tout 1-hypergroupe commutatif (H,+) il existe un sous-ensemble
G de H muni de structure de groupe abelien ayant comme élément neutre le zéro
(ceeur) de H et qui est isomorphe ¢ G = H/wpy -groupe de réduction de H.
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Un tel groupe G- pas nécessairement unique - est un groupe de choiz de H (comme
on Pappelle respectivement & la théorie de M-hypergroupes polysymétriques).

Proposition 3 Tout sous-hypergroupe d’ un I1-hypergroupe commutatif est lui méme
un 1-hypergroupe avec le méme ceeur (zéro) et leur ensemble est un treillis complet.

3 Les 1-hypergroupes non commutatifs et les quasi
M-hypergroupes polysymétriques

Considérons maintenant, plus généralement, le cas non commutatif des 1- hy-
pergroupes. Soit, done, (H,-) un tel et soit wy = {e} son cceur, qui, évidemment,
considéré comme sous-hypergroupe de H, est inversible et partage H en classes. L’en-
semble G = H/wp de ces classes est un groupe [2] [7] [8] [11], qui sera appelé de méme,
comme au cas commutatif, groupe de réduction de H, ou simplement, son groupe.
L’élément unité de G est, évidemment, le cceur {e} lui-méme de H et soit C(y) la
classe inverse d’une classe C'(z). Comme auparavant de C(z)C(y) = C(y)C(x) = {e}
on aura zz' = 2’z = e pour tout '’ € C(y), qui est un inverse ou symétrique de x par
rapport & e et on note avec S(x) 'ensemble de ces inverses. Les classes de la partition
mod wy, comme il est connu [3] [4] [11], sont C(z) = ex et on a ex = ze = exe [7]
(comme, d’ailleurs, il résulte directement : ex-ex’ = {e} = ex-ex’-x = ex = exe = ex
et, de méme, exe = xe) et on a x € ex, wy étant inversible. Par conséquent, e est une
unité (non scalaire, sauf que H soit un groupe) de H, qui vérifie ainsi de propriétés
analogues aux axiomes 2, 3, 4 de la définition 1. Quant au produit de deux classes
C(z) =ex et Cly) = ey on a ex - ey = eexy = exy, qui évidemment est une classe
mod wy de H, et, méme exy = U.cyyez = xy, c’est-a-dire le produit lui-méme des
elements , x, y € H, démontré comme precedemment au cas commutatif. Enfin, on a
que H vérifie encore une propriété respective a I'axiome 5 de la définition 1. En effet,
pour tout z,y,z € H, 2’ € S(z), ¥y € S(y), 2/ € S(z) on a , respectivement au cas
communtatif, si z € zy, alors z € xy = 2’2 C 2oy = e € 2oy = ey'z’ C Zayy's’ =
yao' CZe = y'd' =2e= 2 ey,

Comme conclusion finale on a qu'un 1-hypergroupe non commutatif satisfait aux
axiomes de la structure hypercompositionnelle suivante, que nous 1’ appelerons, par
analogie aux autres cas (voir p.e. hypergroupe quasi canonique [1] [10]), quasi M-
hypergroupe polisymétrique.

Définition 2 On appelle quasi M-hypergroupe polysymétriqgue une hyperstructure
(H, ) satisfaisant aux axiomes :

- L (2y)z = z(yz) pour tout z,y,z € H.

- 2. (Je€ H) (Vx € H) [x € exNuxel.

- 3. (Vz€FE) (32 € H) [za/ =2’z =¢€].

Tout tel 2’ est un inverse ou symétrique de x par rapport a e considéré et on note
leur ensemble, comme auparavant, par S(z).

— 4. Pour tout z,y,z € H, 2’ € S(x), y' € S(y), 2/ € S(z) on a, si z € zy, alors

2 ey
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De la définition on a comme conséquences les propriétés :

— 1. S(e) = {e} et, donc, ee = ¢
Car, si e; € S(e), on aura de 3 ee; = e. Mais de 2, e; € ee;. Donc ey = ¢

— ii. L’ unicité de e-unité de H.
Car, évidemment, si pour z € H on a e € ex, alors e € ex = ez’ C exx’ = ¢ =
er' = e = er'zr =e = ex, donc z € S(e) et x = e. Ainsi s'il existe une autre
unité ey, alors e € e; = e; =e.

—iii. tH = Hx = H , pour tout © € H, ce qui justifie la caractérisation de I’
hyperstructure (H,-) comme hypergroupe.
En effet, tH C H. D’autre part, comme pour tout z € H il existe y € H tel
que z € xy (il se trouve, évidemment, dans 2’z), donc H C H. On trouve de
méme Hx = H.

— iv. Tout M-hypergroupe polysymétrique, ainsi que tout groupe, est un quasi M-
hypergroupe polysymétrique.

— v. Pour tout z € H on a ex = ze = exe.
En effet, z2’ = e = z(za')x = zex = (zz)(2'z) = rex = xze = rex =
' (zxe) = 2'(vex) = exe = eex = exe = ex et, de méme, en partant de
r’r = e, exe = xe.

On démontre, maintenant, le théoréeme fondamental suivant, qui correspond au

théoreme 1 de l'introduction :

Théoréme 3 Les ensembles C(z) = ex(= xe = exe), quand x décrit H, forment une
partition de H et on a

(ex)(ey) = exy = xy

et que, pour tout x,y € H, Uhyperproduit xy est une classe de cette partition. De plus,
Pensemble G(H) = {C(z) : © € H} de ces classes est un groupe par rapport & l'opéra-
tion C(x)C(y), qui sera appelé encore groupe de réduction de H,ou simplement,son
groupe.

Démonstration. Nous démontrons tout d’ abord le lemme :
Lemme 1 Quelque soient x,y, z,w dans H on a
(zy) N (2w) # 0 = 2y = 2w
et,. par conséquent, xy # 2w = (zy) N (z2w) = 0.

Démonstration. Soient u € (zy) N (2w) et v’ € S(u), 2’ € S(x), y¥ € S(y),
Z' e S(z), x € S(x), w € S(w). D’ apres I’ axiome 4 on a v’ € y'z’ et pour tout
t € xy, tu' C (zy)(y'z’) = {e}. Donc tu' = e et t € S(u'). Ensuite et comme v’ € w'z’,
z € 5(2), w e S(w) on a, de méme par I’ axiome 4, t € zw. Par conséquent, zy C 2w
et, en changeant les réles de x, y , on trouve zw C xy. Donc zy = zw.O

Démonstration de la proposition. Tout d’ abord (ex) N (ey) # () entraine, selon
le lemme, ex = ey et, si ex # ey, alors (ex) N (ey) = (. Les ensembles, donc,
C(z) = e - x forment , en effet, une partition de H. D’ autre part z € zy =
(zy) N (ez) # 0, donc zy = ez et xy est vraiment une classe de la partition. Enfin
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on a C(z)C(y) = (ex)(ey) = exy = xy = C(z) pour z € xy quelconque, c’est-a-dire
que le produit C(x)C(y) des classes est une opération qui, comme on le vérifie faci-
lement, est assosiative et par rapport a elle la classe C(e) = ee = {e} est un élément
unité. De plus, pour toute classe C(z) et pour un n’importe quel 2’ € S(z) on a
C(z)C(z') = ex -ex’ = {e} = C(e) et de méme C(a’)C(x) = C(e) et la classe C(a)
est l'inverse de C(z) dans G(H), qui est en effet un groupe. Mais il faut remarquer
que, comme |’ inverse dans un groupe est unique, pour tout ', 2’ € S(x), ' # =", on
a C(2') = C(2"), donc S(r) C Upeg(z)C(2') = C(z') pour un quelconque " € S(z).
Inversement, comme C(z)C(z') = {e}, on a C(z’) C S(z). Il en résulte S(z) = C(z').

Corollaire 1 S(z) est une classe de la partition et méme Uinverse de la classe C(x)
dans le groupe G(H).

Corollaire 2 Le groupe du singleton {e} considéré comme sous-hypergroupe de H
est inversible et on a {e} = wg, c’est -a-dire {e} est le ceur de H.

Corollaire 3 H est un 1-hypergroupe et évidemment, H/wy = G(H).

En récapitulant on a comme conclusion finale le théoreme suivant, qui correspond
au théoreme (2) du cas commutatif.

Théoréme 4 Tout 1-hypergroupe non commutatif est un quasi M-hypergroupe poly-
symétrique et réciproquement.

Remarque 1 Evidemment, sans que I’ on fasse de distinctions (commutatif, non
commutatif) les théoremes (2) et (4) peut étre formulés de maniére unique comme :
Tout 1-hypergroupe est un quasi M-hypergroupe polysymétrique et inversement.

L’étude au fond des quasi M-hypergroupes polysymétriques en liaison avec les M-
hypergroupes polysymétriques fournit un grand nombre de propriétés remarquables,
desquelles on mentionnera a la communication présente seulement celle qui se rapporte
a la construction de tous les quasi M-hypergroupes polysymétriques, dont le groupe
de réduction est isomorphe & un groupe donné. Relativement on a le théoreme sui-
vant, qui est démontré par la vérification des axiomes, comme respectivement au cas
commutatif [12] [15] [17] :

Théoreme 5 Soit (G,-) un groupe. Si on correspond & G de maniére biunivoque une
famille G d’ ensembles disjoints entre eux, dont le respectif a l'unité de G est un
singleton et, ensuite, on rend G moyennant une opération convenable X oY groupe
isomorphe a G, alors ’ensemble H = Uy~ X avec comme hyperopération vy = XoY
pour tout (z,y) € X xY, (X,Y) € G2 est un qaasi M-hypergroupe polysymétrique
(donc 1-hypergroupe), dont le groupe de reduction est (G’, o).

On finit le sujet en donnant deux exemples dont le groupe du départ G est com-
mutatif au premier d’eux et non commutatif au second.
Examples



M- ET QUASI M-HYPERGROUPES 93

le. Soit G = {0,1,2,3} le groupe abelien des classes residuelles mod 4 des entiers
relatifs. Les M-hypergroupes polysymétriques (1-hypergroupes commutatifs) dont le
groupe de réduction est isomorphes a G dépendent finalement de tout ensemble H,
fini ou non, avec card H > 4 et de ses partitions en quatre classes et a des iso-
morphismes évidents prés. Ainsi, si p.e. H = {a,b,¢,d, e, f}, la famille G qui résulte
d’ une partition de H en quatre classes peut posseder un ou deux ensembles au
plus, qui ne sont pas des singletons, et, par conséquent, on aura respectivement de
M- hypergroupes polysymétriques convenablement définis moyennant G. Soit, donc,
G = {Xo, X1, X, X3} avec p.e. Xg = O = {a} = {0} (considéré comme élément
neutre de G) X; = {b}, X, = {¢,d}, X5 = {e, f}. On exprime les groupes (G,+)
et (G,®) et le M-hypergroupe polysymétrique (H,+), que I’ on a en appliquant le
théoreme ci-dessus, par les tableaux :

+l0]1]2]3 ol 0| X1 | Xy | X3
0(0[1|2]|3 0 0 | X1 | X2 | X3
G: 1[1]2[3]0 G: Xi | Xi X X510
212301 Xo | X9 | X35 0 | X4
313(0|1]2 Xs | X35 0 | X1 | Xo
+ 0 b c d e f
0] © b | {ed}t | {c,d} | {e f} | {e, [}
b | b |{ed} [ {ef} | {ef} ]| O 0
c | {ce,d} | {e, f} 0 0 b b
d | {c,d} | {e, [} 0 0 b b
e | {e, f} 0 b b {c,d} | {c,d}
flfeft] 0 b b | {cd} | {cd}
24e. Soit G = S3 = {s1, 82,83, S4, 85,56} le groupe symétrique des substitu-

tions des éléments 1, 2, 3, ¢’ est-a-dire des permutations (123), (132), (213), (231),
(312), (321) respectivement, qui se donne par le tableau ci-dessous (1). Pour la
construction de quasi M-hypergroupes polysymétriques (1- hypergroupes non com-
mutatifs), en partant du groupe non commutatif S3 et d’ un ensemble, p.e. H =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, dont le groupe de réduction est isomorphe & S5, on considere
comme famille G = {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6} les six classes d’ une partition de H,
qui comme groupe isomorphe avec Ss3, se donne par le tableau (2). Comme il existe de
partitions de H en six classes possedant une, ou deux, ou encore, trois classes au plus,
qui, comme ensembles, ne sont pas de singletons, on aura des quasi M-hypergroupes
polysymetrlques convenablement correspondants a ces partitions, définis moyennant
G. Soit p.e. X1 = {1} - I’ élément unité de G - X, = {2}, X3 = {3}, X4 = {4},
X5 = {5,6}, Xs = {7,8,9} le quasi M-hypergroupe polysymétrique (H,®) pris d’
apres le théoreme (5) est eclairsi par le tableau (3).
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S1 | S1 | Sa| S| S4| S5 | Se X1 | Xo | Xo | X3 | Xy | X5 | Xe
Sy | S2 | S1| S5 | 86 | S5 | Sy Xo | Xo | X1 | X5 | Xg | X3 | Xy
(1) Sz | Sz | Sa | S1|S2| S| S5 |(2) Xg|Xg| Xu| Xa|Xo| Xe| X5
Sy | Sy | S3| 86| S5 | 51| S Xy | Xy | X3 | Xo | X5 | X1 | Xo
S5 | S5 | Se | S2 | S1 | Ss| S3 Xs | X5 | Xog | Xo | Xy | Xy | X3
Se | Se | S5 | S4 | S3| 52| 51 Xe | Xo | X5 | Xy | X3 | Xo | Xy
O] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 2 3 4| (56) | 5,60 {7,897 {7.80} [{7.8.9]
2] 2 1T | {56} {789} 3 3 1 1 1
3] 3 1 1 2 {7891 [{7.8.97 | (5.6} | {56} | (5.6}
3) A2 3 |{7,80}] (5.6} | 1 1 2 2 2
51 5.6) ({7,891 2 1 4 4 3 3 3
6] (5.6} [{7.8.9)] 2 1 1 3 3 3
71{789}] {56} | 4 3 2 2 1 1 1
8 {789} (5.6] | 4 3 2 2 1 1 1
9[(78.9)] {56} | 4 3 2 2 1 1 1
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