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Abstract

In the present note we continue the study of the Finsler-projective connec-
tions started in [3], [6]. After definitions, we analyse some problems of holonomy,
metrics, etc.

Résumé

Dans la présente note nous continuous l’étude des connexions Finsler-projective co-
mancé dans [3], [6]. D’après les définitions, nous abordons les questions d’holonomie,
métriques, etc.
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Soit ξ = (E, π,M) le fibré vectorial à fibre type F = R (dimM = n) , equipé
à une connexion nonlinéaire N , et une d−connexion linéaire D sur E, [1]. Si nous

notons par {Xα} =
{

δ

δxi
,

∂

∂y

}
la base naturelle, les coefficients locals de D sont

respectivement : {
Γγ

αβ

}
et

{
γγ

αβ

}
,

ou α, β, γ = 1, . . . , n, 0, mais i, j, k = 1, . . . , n,
(
x0 = y

)
.

Définition 1. [6] . La connexion D s’appelle quasi-projective normale si les
coefficents Γ satisfant les relations:

Γ0
0α = wΓi

iα , w = − 1
n + 1

.
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La connexion quasi-projective normale symètrique a les coeficients locals essentiels:

Γi
jk = Γi

kj , Γ0
0k = wΓi

ik,

les restes étant nuls.
Pour une connexion quasi-projective normale symètrique, les coefficients locals de

la courbure R ont les expresions:

Ri
jkh =

δΓi
jk

δxh
−

δΓi
jh

δxk
+ Γr

jk · Γi
rh − Γr

jh · Γi
rk, Ri

jk0 =
∂Γi

jk

∂y
,

R0
ik0 =

1
n + 1

∂Γi
ik

∂y
=

∂2Nk

∂y2
, Rσ

αβγ = 0 pourlesrestes.

Les coefficients de type Weyl sont définis par:

J i
jk = Γi

jk + (δi
j∂Nk/∂y + δi

k∂Nj/∂y),

J i
jkh = δJ i

jh/δxk − δJ i
jk/δxk + Jr

jh · J i
rk − Jr

jk · J i
rh.

Pour le champ tensoriel de Ricci Rαβ = Rγ
αβγ , dans la base adaptée nous avons

Rjk = Rkj et Rαβ = 0 pour les restes. Nous notons aussi Jjk = J i
jki. Entre deux

connexions D et D quasi-projectives normales symètriques nous considerons la trans-
formation τ : D → D définie par

DXY = DXY + σ (X)hY + σ (Y )hX,

òu h est le projecteur horizontal et σ est un d−champs de type
(

0 0
0 1

)
.

À ce notations, dans la base adaptée, une transformation τ s’écrit localement:

Γ
i

jk = Γi
jk + σjδ

i
k + σkδi

j , Γ
i

0k = Γi
0k, Γ

i

k0 =

Γi
k0, Γ

i

00 = Γi
00, Γ

0

jk = Γ0
jk, Γ

0

0k = Γ0
0k, Γ

0

00 = Γ0
00.

Dans ces conditions nous donnons:
Définition 2. S’appele la connexion Finsler projective normale, une classe des

connexions quasi-projective normale

{. . . D, 0̃, . . .} = 0∗ liées par les transformations τ ; les coefficients
∗
Γ

γ

αβ de
∗
D sont

définis par :
∗
Γ

i

jk= Γi
jk,

∗
Γ

i

0k=
∗
Γ

i

k0= y−1δi
k,

∗
Γ

i

00= 0,
∗
Γ

0

jk=
∗
Γ

i

jk ·Ni + y/(n − 1) · Jjk − δNj/δxk,
∗
Γ

0

0k=
∗
Γ

0

k0= 0,
∗
Γ

0

00= 0;

les coefficients
∗
γ

γ

αβ de
∗
D sont définis par:

∗
γ

i

jk= J i
jk,

∗
γ

i

00=
∗
Γ

i

00 ,
∗
γ

i

0k=
∗
Γ

i

0k=
∗
γ

i

k0,
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∗
γ

0

k0=
∗
γ

0

0k= 0,
∗
γ

0

jk= y/(n − 1)Jjk,
∗
γ

0

00= 0.

La connexion
∗
D est linéaire symètrique mais n’est pas une d-connexion [6]. Des

calculs sur la courbure
∗
R de la connexion

∗
D (que s’expreme seulement par les coeffi-

cients projectifs J ) conduisent (comme dans le cas clasique) au:

Corollaire 1. Le tenseur de Ricci de la connexion
∗
D est nul; donc

∗
Rαβ= 0.

En partant de la théorie générale du transport parallèle et des groupes d’holonomie
pour les connexions linéaires générales, nous définisons ces notions pour la connexion
∗
D. Par exemple nous avons reçu:

Corollaire 2. L’algèbre de Lie du groupe réduit d’holonomie est générée par les

éléments de la forme
{(

∗
R

i

jkh

)
,

(
∗
R

i

jk0

)
,

(
∗
R

0

jkh

)}
(z0)

, z0 ∈ E.

Nous avons démontré une théorème analogue à un résultat de K.Yano et Sasaki
pour les connexions projectives normales clasiques:

Théorème 1. Si le groupe d’holonomie d’une connexion Finsler-projective nor-
male

∗
D sur E laisse invariante une hyperquadrique nondégènérée dans l’espace tan-

gent TzE, alors il existe une connexion quasi-projective normale D′ dans la classe que
définit la connexion projective

∗
D de sorte que D′

xJ ′ = 0, où J ′ est le coeficientpro-
jectiv de composantes (Jkj) .

Démonstration. Si sur TzE nous considerons la hyperquadrique donnée par

tijx
ixj + 2ti0x

iy + t00y
2 = 0, tαβ = tβα et det (tαβ) 6= 0,

l’invariance à l’action du groupe d’holonomie s’exprime par

thTh = σT ⇐⇒
∗
DX T = σ (X)T,

où T est le tenseur de coordonnées (tαβ) . Des calculs conduisent au:

tkj = −y2/(n − 1) · Jkj ,

d’où dans la base naturelle,

∂Jij

∂xk
− Js

ki · Jsj − Js
kj · Jis = 0 donc D′

XJ ′ = 0.

Pour sa définition, J ′ est un tensor symètrique.

Par sa définition le tenseur symètrique J ′ est nondégénéré. De ce fait et d’après
le théorème 1., nous avons:

Théorème 2. La connexion quasi-projective normale D′ que satisfait le théorème
1. est une connexion métrique-projective à métrique J ′.

Comme se peut remarquer J ′ est une métrique indéfinie sur E. Le caractère
projectif de J ′ a étè mentionne ci-dessus.
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Department of Mathematics,
University of Craiova, 13, Al.I.Cuza st. Craiova 1100, Romania


