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Prefata

Memento: Matematicianul Traian Lalescu

Reputatul matematician roman Traian Lalescu,
personalitate marcanta a gtiintei roménesti (12 iulie 1882
- 15 iunie 1929), a fost unul dintre fondatorii teoriei ecua-
tiilor integrale si a publicat in 1910 monografia de exceptie
”Introducere in teoria ecuatiilor integrale”, primul tratat
din lume de acest tip, devenit clasic in literatura de spe-
cialitate. In lucririle sale stiintifice, Traian Lalescu a adus
contributii esentiale in diverse ramuri ale matematicii, cum
ar fi: ecuatiile functionale, seriile trigonometrice, fizica
matematica, geometria, mecanica, algebra, istoria mate-
maticii.

Ca student al Facultatii de Stiinte - Matematicid din Bucuresti, Traian Lalescu
i-a avut ca profesori pe renumitii matematicieni Gheorghe Titeica, Anton Davidoglu,
Spiru Haret, Nicolae Coculescu si Emil Pangrati. Mai tarziu, aflat cu bursa de studii
in Franta, isi ia doctoratul la Sorbona in 1908, cu exceptionala sa teza ” Sur 1’equation
de Volterra” asupra ecuatiilor integrale, iar apoi isi diversifica studiile, obtinand si
diploma de inginer de la Scoala Superioara de Electricitate din Paris.

Reintors in tara, Traian Lalescu a devenit conferentiar gi apoi profesor la Uni-
versitatea din Bucuresti, iar din 1920 a organizat si condus Scoala Politehnica din
Timigoara, devenind apoi primul rector al acestei institutii.

Traian Lalescu a scris lucrari de valoare in domeniul ecuatiilor integrale si al seri-
ilor trigonometrice, a tinut cursuri si conferinte prin care a facut cunoscute Teoria
relativitatii i Calculul Tensorial - preocupari foarte noi pe atunci, gi a tinut cur-
suri de Teoria electromagnetismului. In 1921, sub indrumarea sa, a aparut primul
numar al cunoscutei Reviste matematice din Timigoara, in anul 1924 a scris manualul
”Calculul algebric”, iar intre 1920 si 1927 a scris cele patru volume intitulate ” Tratat
de geometrie analitica”.

Traian Lalescu a fost intemeietorul Institutului Politehnic ” Traian Vuia” din Timi-
soara, profesor universitar, deputat de Caransebeg si Membru al Academiei Romane.

Privitor la alte preocupéri care contureaza profilul de exceptie al personalitatii
sale, este binecunoscut faptul ca Traian Lalescu desena frumos, canta la violoncel
si traducea din limba italiana; era bun prieten cu pictorii Nicolae Tonitza, Gheorghe
Zamfiropol-Dall si sculptorul Cornel Medrea, si a avut o inraurire puternica in evolutia
marelui pictor Corneliu Baba. De asemenea, Traian Lalescu a fost primul pregedinte
al Clubului Universitar Bucuresti (astdzi Sportul Studentesc), proaspét infiintat in
februarie 1916, sustindnd mai apoi (dupd 1920) proaspat infiintata Societatea Sportiva
Politehnica din Timigoara.
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Academicianul Gr.C. Moisil - parintele informaticii romanesti, il considera pe
Traian Lalescu unul din cei mai de seama matematicieni pe care i-a avut tara noastra,
unul din fauritorii gcolii matematice din Romania. Alte aprecieri notabile ale perso-
nalitatilor vremii asupra lui Traian Lalescu: "inteligenta foarte vie a lui Lalescu ii
ingaduia sa atinga imediat miezul unei probleme; de aceea textele lui au acea spon-
taneitate care le face deosebit de atrigitoare” (Emile Picard); "un adevirat ani-
mator care stia s puna in evidenta valoarea partilor cele mai interesante ale stiintei
matematice, care atragea, cu farmecul si caldura expunerii sale pe studenti”
(Gheorghe Titeica); ”Lalescu a cutreierat multe domenii ale matematicii..., a simtit
nevoia de a se face util in educatia matematica scolara, universitara si politehnica, de
a-i valorifica si continua pe cei care au pus bazele Invatamantului roméanesc” (Solomon
Marcus).

Astazi, cinci licee din Roménia (in Branesti, Bucuresti, Hunedoara, Orgova si
Resita), precum si sase strazi (in Craiova, Drobeta-Turnu Severin, Oradea, Timigoara,
Resita i Crevedia) se méandresc si poarte numele lui Traian Lalescu.

Familia matematicianului a infiintat fundatia omonima, care promoveaza proiecte
educationale, stimuldnd potentialul stiintific si creativ al tinerilor in diverse domenii
de activitate prin acordare de burse si premii, prin initierea si sprijinirea concursurilor
si a altor competitii culturale si stiintifice, prin sustinerea de cursuri, training-uri si
stagii de formare.

Drept omagiu adus marelui matematician Traian Lalescu, exista - incepand cu
anul 1985, concursul interjudetean anual de matematica pentru elevii de gimnaziu si
liceu din judetele Arad, Carag-Severin, Hunedoara si Timis. In mediul universitar,
existd in prezent un concurs de matematicd in Bucuresti (extins in ultimii ani la
nivel national) si un concurs de mecanica teoreticd (acoperind trei judete din Banat),
ambele concursuri purtand numele ” Traian Lalescu”, si fiind adresate studentilor din
anii I-II.

Numele omului de gtiinta Traian Lalescu se alatura personalitatilor importante
ale Romaniei care au contribuit in mod esential la dezvoltarea gcolii nationale de
matematica gi a cercetarii.

Concursul studentesc de matematica ” Traian Lalescu”

Concursul Studentesc de matematica ”Traian Lalescu” are loc anual in
Universitatea Politehnica din Bucuresti, incepand cu 1996. Dorit initial ca o reluare
a fostei Olimpiade Studentesti - intrerupta in 1989, acest concurs a primit dupa anul
2000 o noua forma, urmarind nu atat verificarea notiunilor matematice abstracte, ci
aprofundarea notiunilor din programa obligatorie de matematica aplicata in tehnica,
accentul punandu-se mai in special pe dezvoltarea logicii si a structurilor algoritmice.

Péana in 2007, concursul s-a desfigurat independent, fiecare centru universitar
organizand etapa sa locala, cu exceptia centrului universitar Bucuresti, unde au
existat doud etape: una locald i una interuniversitard (organizati intre trei univer-
sitati tehnice: Univ. Politehnica, Univ. Tehnica de Constructii si Academia Tehnica
Militara). In anul 2007, echipa calificata in urma concursului interuniversitar a par-
ticipat in Cipru la concursul international SEEMOUS, de unde s-a Intors cu premii
- eveniment notabil care a atras atentia asupra acestui concurs. Drept urmare, in
2008 s-a organizat pentru prima data faza nationala a concursului ” Traian Lalescu” in
Bucuresti, unde studentii calificati la faza locala din Universitatea Politehnica
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Bucuresti au luat multiple premii, 8 dintre acestia fiind selectati pentru lotul care a
participat la concursul international studentesc de la Atena, aducand tarii 2 medalii
de aur, 4 de argint si 3 de bronz.

In  Universitatea  Politehnica Bucuresti, editia 2008 a concursului
”Traian Lalescu”, a avut patru sectiuni:

e Anul I, profil electric - unde participa studentii anului intai de la facultatile:
Automatica gi Calculatoare, ETTI (Electronica si Telecomunicatii si Tehnologia
Informatiei), Energetica, Inginerie Electrica, FILS (Inginerie in Limbi Straine -
grupele de calculatoare si de telecomunicatii), FSA (Stiinte Aplicate);

e Anul II, profil electric - unde sunt in competitie studentii anului II de la aceleasi
facultati cu profil electric mentionate mai sus;

e Anul I, profil mecanic - unde participa studentii anului intai de la facultatile:
Transporturi, FIS (Inginerie Aerospatiald), IMST (Ingineria i Managementul
Sistemelor Tehnologice), ISB (Ingineria Sistemelor Biotehnice), SIM (Stiinta si
Ingineria Materialelor), FIMM (Inginerie mecanicd si Mectronica), FILS
(Inginerie in Limbi Striine - grupele cu profil mecanic);

e Anul II, profil mecanic - unde sunt in competitie studentii anului II de la aceleasi
facultati cu profil mecanic mentionate mai sus.

Concursul National de Matematica ” Traian Lalescu”.

Concursul National de Matematica ” Traian Lalescu” este o initiativi promovata
in anul 2008 de un grup de cadre didactice din Universitatea Politehnica din Bucuresti
condus de Prof.Dr. Andrei Halanay. Acest concurs igi propune urmétoarele obiective:

1. Promovarea calitatii in predarea matematicii gi stimularea studentilor pentru abor-

darea aprofundata a acestei discipline;

2. Incurajarea tinerilor cu aptitudini pentru cercetarea matematica si evidentierea uni-
versitatilor care depun eforturi pentru antrenarea studentilor in cercetarea gtiintifica
din domeniul matematicii;

3. Cultivarea excelentei in studiul matematicii la nivel universitar gi reluarea unei traditii

din anii 1970-1990;

Ofera un criteriu pentru clasificarea universitatilor din Roméania;

Stabilirea unui criteriu de selectie pentru echipele care reprezinta Romania la con-

cursurile internationale pentru studenti (de exemplu Concursul de Matematicd Sud-
Est European, organizat anual de MASEE (Mathematical Society of South Eastern
Europe) in Cipru sau Olimpiada Internationald de Matematicd pentru Studenti).

Ot

In prezent sectiunile concursului national sunt:

e Sectiunea A - anul I si II, Facultati de Matematica.

e Sectiunea B - anul I, profil electric, Facultati Tehnice/Facultatea de Informatica.
e Sectiunea C - anul I, profil neelectric, Facultati Tehnice.

e Sectiunea D - anul I si II, profil electric, Facultati Tehnice.

e Sectiunea E - anul II, profil neelectric, Facultati Tehnice.

In ultimii ani, Concursului ” Traian Lalescu” a fost gazduita de urmatoarele institutii
de Invatamant superior: Universitatea Politehnica din Bucuresti (2008, 2009 si 2018),
Universitatea ” Gheorghe Asachi” din Iasi (2010), Universitatea Maritima din Constanta
(2011, 2012 i 2017), Universitatea ”1 Decembrie 1918” din Alba-Iulia (2013), Univer-
sitatea de Vest din Timigoara (2014), Universitatea ” Transilvania” din Bragov (2015)
si Universitatea ”Lucian Blaga” din Sibiu (2016).



Programele analitice ale celor cinci sectiuni sunt urmatoarele:

Programa sectiunii A.

a) STRUCTURI ALGEBRICE. Legi de compozitie. Monoizi. Grupuri. Ordinul unui
element intr-un grup. Teorema lui Lagrange. Subgrup normal, grup factor, teorema funda-
mentalad de izomorfism pentru grupuri. Grupuri ciclice. Grupuri de permutari. Inele, ideale,
inel factor, teorema fundamentald de izomorfism pentru inele. Inele de matrice. Corpuri,
caracteristica unui corp. Corpul fractiilor unui domeniu de integritate.

b) POLINOAME. Inele de polinoame intr-un numdr finit de nedeterminate peste un inel
comutativ. Functii polinomiale. Radacini ale polinoamelor. Teorema lui Bezout. Relatiile
lui Viete. Polinoame simetrice. Teorema fundamentala a polinoamelor simetrice, formulele
lui Newton.

c) ALGEBRA LINIARA. Spatii vectoriale. Subspatii vectoriale. (In)dependent4 liniara,
baza, dimensiune. Aplicatii liniare, nucleu, imagine. Matrice, rang, determinanti, sisteme
de ecuatii liniare. Vectori si valori proprii. Teorie Jordan. Forme biliniare i forme patratice.
Spatii vectoriale euclidiene, baze ortogonale si ortonormate, aplicatii ortogonale.

d) ANALIZA MATEMATICA. Siruri si serii de numere complexe. Siruri si serii de
functii, serii de puteri. Convergenta uniforma. Topologie generala: compacitate, conexiune,
spatii metrice, spatii normate. Continuitate in R, continuitate uniforma. Teorema de aprox-
imare a lui Weierstrass. Calcul diferential in R. Teoremele clasice ale calculului diferential.
Integrala Riemann-Stieltjes. Teoremele clasice ale calculului integral. Criteriul lui Lebesgue
de integrabilitate Riemann. Integrale improprii, integrale cu parametru. Functiile Gama si
Beta. Formula lui Stirling. Serii Fourier. Teorema de aproximare a lui Weierstrass, varianta
trigonometrica.

e) GEOMETRIE. Geometrie afind. Spatii afine. Repere afine si carteziene. Ecuatiile
varietatilor liniare. Aplicatii afine. Grupul afin. Translatii, omotetii, simetrii. Conice si
cuadrice 1n spatii afine. Clasificarea afina a hipercuadricelor. Geometrie euclidiana. Spatii
euclidiene. Varietati liniare perpendiculare. Izometrii. Conice si cuadrice in spatii euclidiene.
Clasificarea metrica a hipercuadricelor. Geometrie proiectiva. Spatii proiective, subspatii
proiective, morfisme proiective. Teorema fundamentala a geometriei proiective. Clasificarea
proiectiva a hipercuadricelor.

Programa sectiunii B.

a) ANALIZA MATEMATICA.

1. Multimi de numere. Multimea numerelor reale si elemente de topologie. Puncte
de acumulare gi puncte aderente. Vecinatati. Dreapta incheiata. Submultimi numarabile
si de puterea continuului. Submultimi dense. Inegalitati remarcabile. 2. Siruri gi serii
de numere. Siruri de numere. Siruri definite prin recurente. Serii de numere. Criterii de
convergenta pentru serii cu termeni pozitivi si oarecare. 3. Functii continue. Limite de
functii de una sau mai multe variabile. Puncte limit.a. Functii elementare. Proprietatea
Darboux. Continuitate uniform.a. Functii continue pe multimi compacte. 4. Siruri si serii
de functii. Convergenta punctuala gi uniforma. Transmiterea proprietatilor de continuitate,
derivabilitate si integrabilitate la limita girului sau suma seriei. Serii de puteri. Dezvoltarea
functiilor elementare in serii de puteri. Serii Fourier. Inegalitatea lui Bessel, formula lui
Parseval. 5. Calcul diferential pentru functii de una si de mai multe variabile. Teoreme
asupra functiilor derivabile pe intervale: Fermat, Darboux, Cauchy, Lagrange. Formula lui
Taylor pentru functii de o variabila reald cu restul Lagrange. Derivate partiale. Derivata
dupa directie. Derivarea functiilor compuse. Diferentiala functiilor de una si mai multe
variabile. Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile. Extreme de functii. 6.
Calcul integral. Integrala Riemann. Integrale improprii si criterii de convergenta. Integrale
cu parametru. Continuitatea, derivabilitatea si integrabilitatea integralei cu parametru.
Functiile Beta si Gama ale lui Euler.
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b) ALGEBRA.

1. Matrice si determinanti. Determinanti. Transforméari elementare. Matrice simetrice,
antisimetrice, ortogonale. Calcul cu matrice de blocuri. Sisteme de ecuatii liniare. 2. Spatii
vectoriale. Subspatii liniare. Subspatiul generat. Operatii cu subspatii. Baza si dimensi-
une. Matricea schimbarii de baze. 3. Aplicatii liniare. Nucleu si imagine. Matricele unei
aplicatii liniare. Valori proprii si vectori proprii pentru endomorfisme sgi forma diagonala.
Forma canonica Jordan (fird algoritmul de calcul). Polinom caracteristic; teorema Cayley-
Hamilton. Forme liniare, biliniare si patratice. Forma canonica a unei forme patratice. 4.
Spatii euclidiene si normate. Produs scalar. Norma indusad. Distanta euclidiana. Ortog-
onalizare Gram-Schmidt. Determinanti Gram. Distanta de la un vector la un subspatiu.
Complementul ortogonal al unui subspatiu. Operatori ortogonali. Metoda transformarilor
ortogonale pentru forma canonica a unei forme patratice. Spatii normate. Norme matriceale,
serii de puteri ale unei matrice.

c) GEOMETRIE.

1. Geometrie vectoriala. Spatiul vectorial al vectorilor liberi. Vectori de pozitie. Produse
cu vectori: scalar, vectorial, mixt. Ecuatii vectoriale pentru dreapta, plan, cerc, sfera. 2.
Geometrie analitica. Coordonate in plan si spatiu. Dreapta in spatiu. Planul in spatiu.
Perpendiculara comuna a doua drepte. Conice si cuadrice pe ecuatii reduse. Reducerea la
forma canonica a conicelor si cuadricelor.

Programa sectiunii C.

a) ANALIZA MATEMATICA.

1. Multimi de numere. Multimea numerelor reale si elemente de topologie. Inegalitati
remarcabile. 2. Siruri gi serii de numere. Jiruri de numere. Siruri definite prin recurente.
Serii de numere. Criterii de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi si oarecare. 3.
Functii continue. Limite de functii de una sau mai multe variabile. Puncte limita. Functii
elementare. Proprietatea Darboux. Continuitate uniforma. Functii continue pe multimi
compacte. 4. Siruri gi serii de functii. Convergenta punctuald si uniforma. Transmiterea
proprietatilor de continuitate, derivabilitate si integrabilitate la limita girului sau suma seriei.
Serii de puteri. Dezvoltarea functiilor elementare 1n serii de puteri. 5. Calcul diferential pen-
tru functii de una si de mai multe variabile. Teoreme asupra functiilor derivabile pe intervale:
Fermat, Darboux, Cauchy, Lagrange. Formula lui Taylor pentru functii de o variabila reala
cu restul Lagrange. Derivate partiale. Derivata dupa directie. Derivarea functiilor compuse.
Diferentiala functiilor de una si mai multe variabile. Formula lui Taylor pentru functii de
mai multe variabile. Extreme de functii. 6. Calcul integral. Integrala Riemann. Integrale
improprii si criterii de convergenta. Integrale cu parametru. Continuitatea, derivabilitatea
si integrabilitatea integralei cu parametru. Functiile Beta gi Gama ale lui Euler.

b) ALGEBRA.

1. Matrice gi determinanti. Determinanti. Matrice simetrice, antisimetrice, ortogonale.
Sisteme de ecuatii liniare. 2. Spatii vectoriale. Subspatii liniare. Subspatiul generat.
Operatii cu subspatii. Baza si dimensiune. Matricea schimbarii de baze. 3. Aplicatii liniare.
Nucleu si imagine. Matricele unei aplicatii liniare. Valori proprii i vectori proprii pentru
endomorfisme si forma diagonald. Polinom caracteristic; teorema Cayley-Hamilton. Forme
liniare, biliniare si patratice. Forma canonica a unei forme patratice. 4. Spatii euclidiene
st normate. Produs scalar. Norma indusa. Distanta euclidiana. Ortogonalizare Gram-
Schmidt. Complementul ortogonal al unui subspatiu. Metoda transformarilor ortogonale
pentru forma canonica a unei forme patratice. Spatii normate.

c) GEOMETRIE.

1. Geometrie vectoriald. Spatiul vectorial al vectorilor liberi. Vectori de pozitie. Produse
cu vectori: scalar, vectorial, mixt. Ecuatii vectoriale pentru dreapta, plan, cerc, sfera. 2.
Geometrie analitica. Coordonate in plan si spatiu. Dreapta in spatiu. Planul in spatiu.
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Perpendiculara comuna a doua drepte. Conice si cuadrice. Reducerea la forma canonica a
conicelor si cuadricelor.

Programa sectiunii D.

MATEMATICI SPECIALE 1. Functii compleze. Functii olomorfe. Conditiile Cauchy-
Riemann. Serii Taylor. Serii Laurent. Functii elementare. Formula integrala a lui Cauchy.
Teoremele reziduurilor i semireziduurilor. Aplicatii la calculul unor clase de integrale reale.
2. Transformate integrale. Serii Fourier. Inegalitatea lui Bessel, formula lui Parseval.
Transformata Fourier. Aplicatii. Transformata Laplace. Aplicatii.

Programa sectiunii E.

MATEMATICI SPECIALE. 1. Functii complexze. Functii olomorfe. Conditiile Cauchy-
Riemann. Serii Taylor. Serii Laurent. Functii elementare. Formula integrala a lui Cauchy.
Teoremele reziduurilor si semireziduurilor. Aplicatii la calculul unor clase de integrale reale.
2. Transformate integrale. Serii Fourier. Inegalitatea lui Bessel, formula lui Parseval.
Transformata Fourier. Aplicatii. Transformata Laplace. Aplicatii.

Culegerea de probleme

Materialul inclus in aceasta culegere contine enunturi si rezolvari ale problemelor
care s-au dat la concursul studentesc de matematica ” Traian Lalescu” la fazele locala,
interuniversitara si nationala din anii 2002-2018.

Majoritatea covargitoare a solutiilor sunt realizate de autorii volumului, cu exceptii
minore - aici avandu-se in vedere in special rezolvarile sau baremele problemelor date
la sectiunea cercetare, sau idei sugerate de colegi, carora autorii le sunt recunoscatori.

Solutiile propuse de autori pot servi nemijlocit in cadrul activitatii studentilor
din anii I-IT ai Universitatii ”Politehnica” Bucuresti, la o buna asimilare a cursurilor
cu profil matematic. Subliniem c&, in timp, programa aferentad anilor de studii I-11
a suferit modificari substantiale. Prin urmare subiectele din anii 2002-2008 contin
rezolvari bazate pe notiuni care nu se mai regasesc in noile planuri de invatamant.
Totusi, incurajam studentii sa abordeze si aceste probleme, ale caror rezolvari contin
deseori tehnici complementare deosebit de utile. Multumim in avans celor care doresc
sa contribuie la Imbunatatirea volumului prin observatii, addugiri, sau prin com-
pletarea enunturilor care nu au putut fi procurate.

Adresam pe aceastd cale multumiri Doamnei Smaranda Lalescu - pregedintele
Fundatiei Traian Lalescu - pentru sustinerea constanta oferitd de-a lungul timpului
si pentru initiativele care au dus la cresterea calitatii si prestigiului de care se bucura
Concursul Traian Lalescu si implicit la cresterea rolului editiilor anterioare ale culegerii
de probleme la o buna buna pregatire a participantilor la editiile concursului.

Totodata, multumim pentru indrumari, materiale si idei de solutii profesorilor
Andrei Halanay, Vasile Pop, Cristian Ghiu, Laura Matei, Dana Mihaela Petroganu,
Alexandru Negrescu, Mircea Olteanu, Marcel Roman, Octav Olteanu, Dumitru Opris,
Valeriu Prepelita, Ligia Branzanescu, Marinica Gavrila, Constantin Dragusin, Radu
Urseanu, Adriana Balan si Antonela Toma.

Autorii 29.08.2019



Enunturi - anul I

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2002-2003

xze_yz/”cz, x#0
I. Fie f : R? — R definita prin f(z,y) =
0, z=0.
a) Studiati continuitatea lui f in punctele (0,y), y € R.
b) Studiati diferentiabilitatea Fréchet a lui f in (0,0).
c¢) Calculati derivatele partiale ale lui f si studiati continuitatea acestora.
d) Fie g(z,4,2) = [(1, V2 T 92 7 22), (2,5, 2) # (0,0,0).
Sa se calculeze produsul scalar (( grad g)(z,y,2),7) cu 7 = (z,y, 2).

oo
I1. Se considera seria de puteri Z O[L unde x este real gi o, 8 € R.
= n*(lnn)p

a) Sa se calculeze raza de convergentd a seriei.

b) S& se precizeze multimea de convergentd a seriei pentru 8 = 0 (discutie dupa
a € R).

¢) Sa se precizeze multimea de convergentd a seriei pentru o = 1 (discutie dupa
B €R).

X ..n
d) Determinati forma functiei f(z) = Z r si precizati domeniul maxim de
n
n=1

definitie.

—cost sint 0
III. Se considerd matricea A = sint cost 1 |,aeR,teR.

0 1 a
Fie T endomorfismul lui R? a cirui matrice in baza canonici este A.
a) Sa se gaseasca a astfel incat Ker T # {0}.
b) Pentru ¢t = 7 si a gasit la punctul a), sa se determine Ker T gi Im T.
c) Pentru a = 1 si t = § sa se determine valorile proprii ale lui A.
d) Sa se studieze pentru ce valori a si ¢, A este diagonalizabila.
e) Folosind eventual teorema Cayley-Hamilton sa se calculeze, pentru a = 1 si
t= g7 matricea (A + I3)'9(A4 — I3)% + A.

IV. Fie D € R® o multime deschis&, (a,b,c) C D, f : D — R o functie de clasi
C! cu

0 0 3]
f(a,b,c) =0, ai(a,b,c) #* O,a—g(a,b,c) + O,Fi(a,b,c) # 0.



2 Enunturi - anul T

Fie 2 = ¢1(y,2), y = @a(x, 2), z = 3(x,y) functiile definite prin aplicarea teoremei
functiilor implicite lui f relativ la (a,b,c). S& se arate ci

dp1 D2 O3
P ) D2 a,0) - DB (a,h) = 1.
ay ( 70) 82’ (a,C) ax (a7 )
b) Fie F : R® - R, F(z,a,b) = 27 + ax + b. Verificati aplicabilitatea teoremei
functiilor implicite pentru F' relativ la punctul (1,1, —2) si deduceti cd © = ¢(a,b).

0 0
¢) Calculati a—i si a—f pentru ¢ definit la b).
d) Verificati cad F'(z,1,—2) = 0 are o unica radacina reald si precizati valoarea

acesteia.

e) Folosind diferentiala a I-a calculati aproximativ o radicind a ecuatiei
27 +0.997 — 2.03 = 0.

Nota. Timp de lucru 3 ore. La stabilirea punctajului final vor fi considerate cele
mai bune 3 note din cele 4 acordate.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2003-2004

I. Fie f : R? = R, f(x,y) = arctg (z +y).

a) Scrieti formula Taylor cu rest de ordin 2 pentru f si demonstrati ca are loc
inegalitatea
|f($ay) —x = y| < .132 + y2a V(Z‘,y) € RQ'

b) Dezvoltati in serie Taylor centratd in x = 0 functia

g(z) = /Oz [f(t,O) + %(t,O) dt.

Precizati multimea punctelor de convergenta din R.
¢) Estimati numéarul de termeni necesari pentru calculul valorii aproximative cu
doua zecimale exacte pentru integrala fol g(x)dx folosind seria de la punctul b).

II. Fie functia z(z,y) definita implicit prin
2?20+ —dr+224+1=0, z#-1 (1)
a) Demonstrati cd —3 < z(z,y) < L.

b) Aduceti cuadrica (1) la forma canonici; precizati tipul acesteia.

¢) Determinati punctele in care se pot duce plane tangente la cuadrica, paralele
cu planul
z+2y—2z=0.

IIL Fie f, € C*(R),k = 1,4, unde f4(t) = 1,Vt € R. Fie curba
a(t) = (fi(t), f2(t), f3(t)),t € R.



Faza locala profil mecanic 2004-2005 3

a) 1) Daca fy € L({f1, f2, f3}), atunci « este continutd intr-un plan ce nu trece
prin origine. Reciproca este adevarata ?

ii) Daca {f1, f2, f3} este o familie liniar dependentd si fy € L({f1, fo, f3}), atunci

a este o portiune de dreapta.
b) Calculati lungimea arcului de curbad « intre punctele P(2,1, %) si Q(4,4, %)
¢) Sa se arate ca existd un vector nenul @ = (I,m, n) care formeaza unghi constant

cu a@'(t).

IV. Fie f: C([0,27]) — C([0, 27]),

() (@) = /0 "l 4 sin( — )] - p(t)dt, = € [0, 27].

a) Demonstrati ci imaginea lui f este un subspatiu finit dimensional gi s& se
gaseasca o baza a sa.

b) Aflati Ker f.

¢) S& se determine valorile proprii si vectorii proprii pentru f.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2004-2005

arctg (2 + y?)

LFief:R2oR, flo,y)={ 221z 0 ©97#00
17 (fl’,y) = (0,0)
a) Sa se calculeze %(O,O)7 %(0,0).

S
b) S& se studieze diferentiabilitatea Fréchet a lui f in (0, 0).
c)S
O Fie ) = [ 2L
sa se determine seria Taylor a lui g centrata in 0 si multimea de convergenta a acesteia
din R.
e) Sa se estimeze numérul de termeni necesari calculdrii lui g(1) cu 3 zecimale
exacte.

& se studieze continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (0,0).
x
dt. Folosind seria Taylor a functiei arctg 22 pe (—1,1),

IL. Fie f(z,y,2) = 2" +y" + 2" — 3zy + 22 — 2z, n € N.

a) Determinati » minim astfel incat functia f si admitd un unic punct de extrem
local in domeniul K = {(x,y, z)|z? + y* + 22 < 4}, specificand acest punct si natura
sa.

b) Pentru n = 4 determinati punctele stationare ale functiei z(z,y) obtinuta prin
aplicarea teoremei functiilor implicite relativ la punctul (0,0, 1).

¢) Studiati natura punctelor stationare obtinute anterior.

1
IIL. Fie A = §(B + B"), unde B € M, (R), iar B! este transpusa matricei B.



4 Enunturi - anul T

a) Notdm cu T endomorfismul lui R™ a cirui matrice in raport cu baza canonica
a lui R™ este A gi cu Q functia Q : R® — R definitd prin Q(z) = Xt - A- X, pentru
X = (x1,...,2,)" € R, Si se arate ci toate valorile proprii ale lui T' sunt reale si ci
Q(z) > 0 daca si numai daca toate aceste valori proprii sunt pozitive.

. 5 3-5

In continuare vom considera B = ( L81 )

b) Si se giseascd o bazi a lui R? format# din vectori proprii ai lui 7" i o matrice
C astfel incat C~1- A - C si fie diagonali.

c) Si se giseascd o bazd ortonormatd a lui R? astfel incat matricea lui 7' si fie
diagonali si o matrice ortogonald S astfel incat ¢S - A - S si fie diagonali.

d) S# se giiseasci forma canonici a ecuatiei cuadricei ¥ : Xt A- X +A;- X —22 =0,
unde A; = (10,4, —8) si s se precizeze tipul cuadricei.

IV. Fie f : R?® — R3, f(x1,22,73) = (z1c086 + w3sinf — 1,25 + 1, —x1 sin 6 +
zzcosf — 1)1, 0 € (0,%)

) St se arate c& || f(z)— )]z = [l—yl|2, Y2,y € R®, unde |[z]l» = /7 F 23 73
b) Si se giseascd R € M3(R) si C € R? astfel incét

f@) = Rz +C, x = (x1,2,23)" € R%.

¢) S& se afle valorile proprii si vectorii proprii corespunzatori pentru R.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profilele electric si mecanic(baraj), 2004-2005

6 2 -3 0

. 2 9 5 1

I. Fie A = 3 5 13 -9
0 1 2 20

a) Puteti gasi, fara a calcula polinomul caracteristic, o majorare pentru cea mai
mare valoare proprie ?

b) Operatorul liniar T' asociat matricei A in baza canonicid este autoadjunct ?
(Justificare).

¢) Operatorul liniar T este pozitiv definit ? (Justificare).

II. a) Determinati polinomul caracteristic si subspatiile proprii pentru operatorul

0 1 o ... 0
0 0 1 ... 0
liniar T care are in baza canonica matricea A = O,
0 0 o ... 1
aj as as . Qp

b) Cum aratd aceastd matrice daca se stie ca operatorul liniar T are valorile proprii
AM=X=1LA3=47
a+y In(1 .’1,‘2 2
In(+2%7%)

II1. Scrieti formula prin care se calculeaza F'(y) daci F(y) = / 5
x

a=y
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Y+ 22 =6

IV. Determinati elementele triedrului Frenet pentru curba C': { Tyt z=0

in punctul A(1,1,-2).
2n

V. Fieseria S(z) =2 Z(_l)nm
n

n=1

xT
Exprimati prin functii cunoscute / S(t) dt.
1

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2005-2006

=1/ +v?)

L Fie f:R2 SR, f(,y) =4 iz @97 00)
0, (z,y) = (0,0).
a) Studiati continuitatea functiei f in (0, 0).
b) Calculati %(0,0), %(0,0).
¢) Calculati %, % si studiati continuitatea lor in (0, 0). Studiati diferentiabilitatea

functiei f in (0,0).

d) Folosind dezvoltarea Taylor in jurul lui 0 a lui e®, calculati sub forma unei serii
el/mz

dz

o0
de puteri integrala / 5
1 x

II. a) Dezvoltati in serie Taylor in jurul lui 0 functia f(z) = arctg ().

=4
n+1

b) Calculati suma Z
n=0

c¢) Determinati extremele locale pentru f : R2 — R, f(x,y) = cosz + 3% — 2y + 5.

1
IIT. Fie matricea A € M3(R), ey = 1 | un vector propriu corespunzator valorii
1
1 1
proprii Ay = 3,iares = | 0 ,e3 = | —1 | vectori proprii pentru Ao = A3 = 0.
-1 0

a) Ardtati ca det A = 0.

b) Arétati cd A este diagonalizabila.

c) Aritati ca A3 = 342

V. Fie punctele A(1,1,1), B(—1,-2,-1), C(u,v,1 + wv), u,v € R.
a) Calculati AB x AC.

b) Calculati aria triunghiului AOB.

¢) Demonstrati cd C' descrie o cuadrica si precizati tipul acesteia.

[

d) Céte puncte C exista astfel incat A, B, C sa fie coliniare 7
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2006-2007

2
2 o [T )
L Fie f : R2 5 R, f(z,y) ={ 7 ™ (yz) 'y #0;
0 ,y = 0.
a) Sa se calculeze derivatele partiale ale lui f in (a,0), a € R.
b) S& se studieze diferentiabilitatea Fréchet in (a,0), a € R.

¢) S4 se studieze continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (a,0), a € R.

II. a) Sa se afle extremele functiei f : (0,7) x (0,7) x (0,7) = R,

f(z,y,2) =sinz +siny +sin z — sin(z + y + 2).

: 1
(oo} J—
SIL (TL(TL+1))
1 1 -
COS e COS el

b) Sa se calculeze suma

n=1

IIT1. a) Fie M = (1,1,1),N = (1,2,2), P = (2,3,2),Q = (3,2,1). Sa se determine
MN,MP si MQ si sa se calculeze volumul tetraedului M N PQ.

b) Fie suprafata ¥ de ecuatie y + 22z — 1 = 0. S& se scrie ecuatia planului tangent

la ¥ in M = (—1,3,1) si s& se studieze ce plane intersectate cu ¥ formeaza hiperbole.

V. FieA—(} Cf),ae]R.

a) S se studieze pentru ce valori ale lui a € R, A este diagonalizabila.

b) Pentru a = 1 si se afle matricele C' de trecere la bazele ortonormate orientate
pozitiv formate din vectori proprii.

¢) Sa se arate ca matricele C' de la punctul b) sunt ortogonale si sa se afle unghiul
cosf —sin 0)

0 € [0, 27] pentru care C = (sin0 cos 0

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2007-2008

I. a) Sa se dezvolte in serie de puteri, in jurul originii, functia

f:[-1,1] =R, f(z) = arcsinz;

1-3-5-...2n—-1) 1
2.4.6-..2n) 241

b) Sa se deduci suma seriei g

n>1

II. Fie P C R? planul de ecuatie = 4+ 2y + 2z = 0 si aplicatia f : R?> — R? care
asociaza fiecarui punct M, punctul M’ = proiectia ortogonala a lui M pe planul P.
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a) S se arate cd f este liniard gi si se determine nucleul si imaginea lui f;
b) Sa se arate ca f este diagonalizabila;

¢) Generalizare.
IIT. Se considera functia ¢ : R = R, ¢(z) = {z} (partea fractionara a lui x).

n
a) S& se arate ci ¢ este periodica i s se calculeze I,, = / p(x) cos 2mnx dx.
0

n
k
b) Fie f, = Z w(ka),a: € R. S& se arate ci (fn,n > 1) este un sir de functii
k=1

periodice, uniform convergent pe R.

c¢) Sa se arate ca functia f = lim f, este continua pe R\Q.
n—oo

IV. Fie A, B € M3(R) astfel incat AB = BA, A?97 = [5 i B2098 = [3.
a) S& se determine valorile proprii comune ale matricilor A, B.

b) Sa se arate ci polinoamele P = X297 — 1, Q = (X + 1)%008 — 1 sunt relativ
prime.

¢) Presupunem ci existd un vector coloan nenul x € R? astfel incat

(A+ B+ 1I3) -2 = 0; sa se arate cad (A+ I3)" -z = (—1)" - B™ - z, pentru orice
n>1.

d) Folosind eventual b), c) sa se arate ca matricea A + B + I3 este inversabila.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2008-2009

I. Fie A € M,,(R) o matrice al cérei polinom caracteristic nu admite nicio radécina
reald. Demonstrati cd matricea A este inversabila gi ca polinomul caracteristic al
matricei A7! nu admite radicini reale.

1 2 2
II. Fie matricca A= (2 1 2
2 21

a) Sa se determine o matrice T € M;3(R), astfel incat T AT si fie diagonala.
b) Si se determine o matrice C' € M3(R), astfel incat C?9%9 = A.
1 a
II1. Fie sirul a; = 1, apy1 = —— - an, n > 1. Consideram seria Z LU
n+1 n
n>1
x € R.
a) Sa se gaseasca domeniul de convergentd al seriei.
b) S& se calculeze S’(0), unde S este suma seriei.
IV. a) S& se dezvolte in serie de puteri functia f(x) = arcsin(z), determinand
domeniul de convergenta.



8 Enunturi - anul 1

12.32...(2n — 1)°

b) S& se calculeze suma seriei Z 220 (2 1 1)!

n>1

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2008-2009

I. Fie (an), un gir de numere reale cu lim a, =0, a, # 0,Vn € N*.

n—oo
oo o0
v . .. . . 3 . v .
a) Aratati ca seriile E |an, — sina,| si E |an|” au aceeasi natura (sunt simultan
n=1 n=1
convergente sau divergente).
o0 (o)
< < . 3 < S .
b) S& se arate ca dacd seria E |an|” este convergentd atunci seriile E an si
n=1 n=1
o0
E sin a,, au aceeagi natura.
n=1

¢) Studiati convergenta simpla si convergenta absoluta a seriei

(—1)" 'sin <n:+1) .

zy
2 .20 1', 0,0
IL Fie f:R2 5 R, f(z,y) =4 & +¢ (z,y) # (0,0)

0, (x,y) = (O’O)

oo

n=1

sip:R—=R% o(t)=(1—t1+1).
a) Sa se studieze continuitatea lui f in (0,0).
b) Sa se studieze variatia functiei g : R — R, g(t) = f(p(t)).

¢) S& se determine h : R — R, astfel incat f(z,y) =h (a:)’ pentru orice y # 0.
Y

IIL. Fie E = {e1 = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} C R? 5i T : R® — R? un
endomorfism pentru care T'(ez) = (2,2, —2), si al cdrui nucleu este

Ker T = {(A+p, A, A —p) | A\, p € R}

a) Este zero valoare proprie pentru 77 Daci da, determinati vectorii proprii
corespunzatori.

b) Sa se arate ca vectorii v = €1 + e2 + e3 §i w = e; — e3 apartin lui Ker 7.

¢) S& se exprime vectorii T'(e1), T'(e2) si T'(es) in functie de vectorii bazei E.

d) Sa se determine matricea lui T in baza E si s& se gdseasca subspatiile proprii
ale lui T

IV. Fie S spatiul vectorial real al girurilor de numere reale. Fie

5 1 1 1
T4l = ZTp — ZTp_1, N 2> 26, u= | y U=\ 5, .
6 6 2n n>1 3" n>1

L= {(zn)n es
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a) S se arate cd L este subspatiu al lui S.
b) Sa se arate ci u i v apartin lui L.

c) Daca (z,),, € L, z1 = 1, 22 = 0 sa se arate ca exista a, § € R, astfel incat

1 1
= a4 B, ¥n > 1.
z a2n+ﬂ3n n >

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2009-2010

1. Fie {7, j, k} o baza ortonormata in spatiul Vj.

a) Daci vectorii a,b, ¢ € V; satisfac inegalitatea ||a||® + ||b]|> + ||c[|* < 1, atunci
vectorii i + a, j + b, k + ¢ € V3 alcatuiesc o baza in Vs.

b) Daca vectorii a, b, ¢ € V3 satisfac inegalitatea
. ) 5
cos(a, 1) + cos(b, j) + cos(c, k) > 2
atunci familia {a, b, c} este o bazd in Vj.
II. Fie A, B € M,,(C) astfel incat A are toate valorile proprii distincte. S& se
arate cd: AB = BA daci si numai daci existd un polinom P € C[X] astfel incat

B = P(A).

III. Determinati raza de convergenta R, a seriei E anx"™, x € R, In urmatoarele

n>1
cazuri:
a) a, este numarul divizorilor lui n (n > 1);
1
b) an :/ z"e " dx, n > 1;
0
1 1 - . . - n
¢)a, =1+ 3 +--+4+ —, n>1. In acest ultim caz calculati suma seriei Z anpx”,
n

n>1
stiind ca

00 00 S n
E Yn - § Zn = g Wp, Wp = § YkZn—k-
n=0 n=0 n=0 k=0

o)
S-a notat E Yn Suma seriei g Yn-
n=0 n>0

1 x
IV. Fie fo(z) = E/ g2l —t* dt, re R, neN.
a) Deduceti o relatie de recurents intre f, si fr—1.
1
b) Calculati  lim fn(x)da.
n—oo 0
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2009-2010

o
. . . .ol
I. a) Discutati convergenta seriei E sin® —, unde « este un parametru real.
n

n=1
00

b) Sa se afle multimea de convergenta din R a seriei de puteri E 2™ sin —.
n
n=1

II. a) Fie f : R — R de clasa C? si g : R? = R, g(z,y) = f(z? + y?). Calculati
0? 0?
GTUZ + a—yg in functie de derivatele lui f.

b) Studiati derivabilitatea functiei data prin h(z,y) = (22 + y?)sin ﬁ pentru

In (1 + a2
III. a) S& se calculeze lim n(i—;—w)
z—0 xT
0 n+1
b) Arétati ca In(1 +1¢) = Z(—l)" gi indicati un rezultat din care rezulta
— n+1

convergenta uniforma pe [0, 1];
¢) Dezvoltati in serie de puteri centratd in 0 functia f(z) = Tlﬂ pentru |z| < 1.

n(1 + 2?)

5 dx.

d) Calculati integrala /

0 X
IV. Fie A o matrice 3 x 3 cu elementele reale, astfel ca A% = A.
a) Aratati cd singurele valori proprii sunt —1,1 sau 0.

b) Aratati ca o astfel de matrice poate fi totdeauna diagonalizata.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2010-2011

I. Fie A, B € M3(R). Definim [4, B] = AB — BA.

a) Daca tr(A) = tr(A?) = 0, atunci A? = Oy (unde tr(A) este urma matricei A).

b) Daci [A, B] = A, atunci A2 = Os.

¢) Daca [A, B]A = A[A, B), atunci [A, B]? = O,.

II. a) S& se determine triunghiul de arie maxima de perimetru 2p.

b) Un punct critic pentru o functie f : R™ — R de clasi C! este un punct in care
se anuleaza toate derivatele partiale de ordinul intai.

i) Fie f : R — R de clasia C! care are un unic punct critic 9. Daci xg este punct
de extrem local, atunci este gi punct de extrem global pentru f.
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ii) Fie ¢ : R? — R de clasi C! care are un unic punct critic (zg,y0) care
este si punct de extrem local. Rezultd ci (xg,yo) este punct de extrem global?
(A se considera, de exemplu, functia g(z,y) = €3* + 3% — 3e*y).

ITI. Fie F un spatiu vectorial cu dimensiunea 2n, n € N*.
a) Dacd f : E — FE este o aplicatie liniard, atunci afirmatiile urmé&toare sunt
echivalente:

i) Ker () = Im ().
i) 2 =0, #0, dim(Im (f)) = n.
b) Construiti o aplicatie liniard cu proprietatile de mai sus.

IV. a) Sa se arate ca seria de puteri pentru functia ﬁ este

e S(2n—1) 4,
L - EZ: L
b) Deduceti ca

1.3. ('I’L—l) 2n+1
2-4-...~(2n) 2n+1

arcsinx = x + E

si studiati convergenta uniforma pe intervalul [0, 1].
c) Aratati ca

bog2ntl 2-4-...-(2n)
\/1_3;2 1-3-...-(271—1)-(2n+1)7
demonstrand ca integrarea termen cu termen este permisa.
d) Aratati ca

1arcsin:cd 1+1+1+
——dx = — 4+ —=+...
0 /1—1‘2 32 52

demonstrand ca integrarea termen cu termen este permisa.

e) S& se deduca relatia

ST

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2010-2011

oo
a) S se dezvolte in serie de puteri E anx™ functiile
n=0

1
siln precizand
- 1—x

multimea de convergenta.



12 Enunturi - anul T

b) Sa se descrie seriile de puteri pentru In ﬁ —x— 12—2 - % si pentru
1 2 n
—l—-z—-—a"—...—2", n>1.
—x
oo
¢) S4 se calculeze (Z akt )
k=1

2 n
d) S& se calculeze E ( x2 ce— x)
n

1_ 67127?42

T2 .2 ) 0, 0
IL Fie f R’ SR, fry) =4 2+ &7 00

1, (z,y) = (0,0).
a) S& se calculeze derivatele partiale ale lui f in (0, 0).

b) Sa se studieze derivabilitatea (diferentiabilitatea) Fréchet a functiei f in (0, 0).
c) S& se scrie dezvoltarea Taylor in jurul lui 0 a functiei g : R — R,

a2
g(z) = o o #0
1, z=0.

II1. Fie D C R? domeniul inchis mirginit de axele Oz, Oy si de dreapta de ecuatie
r4+y+3=0.Fie f: DR, f(r,y) =2 +y*> —ay+x+y+4

a) Sa se determine parametric frontiera lui D.

b) Sa se studieze existenta punctelor de extrem pentru f in interiorul lui D.

¢) Sa se studieze existenta punctelor de extrem pentru f pe frontiera lui D.

. x x142x
IV.Fie T:R? - R% T (3}) = (2;114;2 )
a) Sa se giseascd Ker T gi Im T (nucleul si imaginea lui T') si s& se calculeze

dimensiunile lor indicidnd o baza pentru fiecare.

b) S& se scrie matricea A atagatd lui T in baza By = {(0,1), (1,0)}.

c) S se arate ci By = {(1,2), (2, —1)} este o bazd a lui R? si si se scrie matricea
de trecere de la By la Bs.

d) S& se scrie matricea lui 7' in raport cu Bs.

e) Sa se calculeze valorile proprii corespunzétori pentru A. Este A diagonalizabila?

f) Sa se giseascd o formuld pentru A™ si sd se calculeze (A™ (3),( %)), folosind
produsul scalar din R2.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2011-2012

xn—l

I. Se considerd seria — xR
n§>:1 (n+1)(1+ x?")
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a) Sa se determine toate valorile lui z pentru care seria este convergenta.

b) S& se arate c& Vy € (0, 1), seria este uniform convergentd pe [0, y].
1 1
¢) Dacd f este suma seriei, ardtati cd exista / f(x)dx ¢i calculati / f(z)dx.
0 0

II. a) Fiea € Rsi ¢ : (0,00) — R o functie derivabild, astfel incat z¢'(x) = ap(z),
Vz > 0. Definim functia ¢ : (0,00) = R, ¢¥(z) = 27 %(z), V& > 0. Calculati ¢’ si
deduceti ci exista o constantd ¢ € R, astfel incat ¢(x) = cz®, Vz > 0.

b) Fie multimea V(a) = {f : R — R | f functie derivabila , zf'(z) = af(z),Vx €
R} (a € R). Definim doud operatjii:

e pentru orice f,g € V(a), f+g: R =R, (f +9)(z) = f(z) + g(x), Vz € R;

e pentru orice f € V(a) siorice a € R, a- f: R = R, (a- f)(z) = af(z), Vz € R.

i) S& se arate cd V(a), cu aceste doud operatii, este un spatiu vectorial real.

ii) Aratati cd dacd a € R\{0,1}, atunci pentru orice f € V(a), avem f(0) =
f'(0) = 0.

iii) Sa se determine dimensiunile spatiilor V(2), V(1), V(3).

III. a) S& se determine toate matricele B € Ma(R)\{c- Iz | ¢ € R} care comuta
2 2
1 3
vectori proprii ca si A.

b) Aplicatia liniara f : R™ — R™ satisface relatia Ker (f) @ Im (f) = R™. Aratati
ca f este suma a doud automorfisme pe spatiul R".

cu matricea A = ( ) Sa se arate ca B este diagonalizabila si ca are aceleagi

IV. In R3 se consideri dreptele
di:rx—y=0,z4+y—2=0sidy: z—2=0,z+y+z=X, AeR.

a) Sa se discute dupéd parametrul A pozitia relativd a celor doud drepte.

b) Pentru A = 1 s& se afle ecuatiile dreptei care se aprijina pe dreptele d si da, si
este perpendiculara pe d; si pe ds.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2011-2012
1/13.

I. a) Si se calculeze lim z'/* i lim =
N0 T—r00

2 2\ 7T
+yT) e, t : 0,0
b)Fief:RQAR,f(gg,y){ (@ +y7) pentru (z,y) 7 (0,0)
07 pentru (.T, y) = (O’ 0)
i) Calculati g—w(0,0) si 2—5(0’0)_
ii) Studiati derivabilitatea Fréchet a functiei f in (0,0).

iii) Studiati continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (0,0).

oo
I1. a) S se dezvolte functia f(x) = In(1 + 2?) 1in serie Z anz™.
n=0
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b) Sa se afle multimea de convergenta a acestei serii si sa se studieze convergenta
uniforma a acesteia.

— 1 S 1
¢) Folosind rezultatul E — = —, sd se calculeze E -
—n 6 — (2n+1)
"n(1 + 2?)

d) S& se calculeze / dz  folosind seria de la punctul a).

0 X
III. Fie f : R? = R, f(z,y) = (2% + y?)e "7,
a) Sa se determine extremele locale ale lui f.

b) S& se determine maximul lui f in multimea {(x,y) | z > 0,y > 0}.

2 +y2
< T ty—2 pentru orice x > 0, y > 0.

¢) S& se arate ci

IV. Fie multimea U = {(%) | a, 5 € R} C M3 1 (R) si matricea

4 60
A= (—3 -5 0) € M3(R).

-3 61
a) Sa se arate ca U este un subspatiu vectorial al lui M3 1 (R). S& se géseasca o baza
a lui U gi sa se precizeze dimensiunea lui U.
b) Sa se calculeze valorile proprii si vectorii proprii ai lui A.

c) S& se arate cd U este unul dintre subspatiile proprii ale lui A
(adicd U = {X € M31(R) | AX = AX}, unde A este o valoare proprie a lui A).

d) Sa se arate ci A este diagonalizabila si s& se diagonalizeze.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2012-2013

I. Fie A € M, (R).

a) Aritati cd det(A? + I,,) > 0.

b) Dacia A® = O, aritati cd matricea B = %AQ + A + I,, este inversabila si
calculati B~1.

II. Sa se determine toate transformarile liniare T : R?2 — R? cu proprietatea
Im (T) = Ker (T). Studiati aceeasi problem pentru T : R® — R3.

1 xr
IIL Fie fu(z) = — / 27t e dt z € R, n e N
n:

a) Gasiti relatia de recurentd intre f,, si fr—1.
b) Calculati lim f,(x), Vo € R.
n—oo

1
¢) Calculati lim fu(x)da.
n—oo 0
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2xy
IV. Fie functia f(z,y) =4 12152 (&% 7 0.0)
0, (z,9) = (0,0).

a) Studiati continuitatea functiei, existenta derivatelor partiale gi diferentiabilita-
tea 1n origine.

z " " 2k+1
b) Calculati integrala I, = / <f (sin o €08 2>> dt, k e N.
0

1
¢) Studiati convergenta punctuald si cea uniforma pentru girul g, (z) = on S (xQ, n),
n
pentru x € R,n > 1.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2012-2013

)
v v v . o qs . . Yy

I. a) Sa se gaseasca multimea de convergentd din R a seriei E =
n

n=1
b) S& se determine f(z) = Z (cos 2) , precizand multimea acelor x € R pentru
n
n=1
care [ este definita.
< o
¢) S& se calculeze ili%f (z).
II. Fie f : R2 = R definita astfel:
2 .
resin=, x#0
flz,y) =
0, z=0

a) Sa
b) S& se studieze derivabilitatea Fréchet in (0, y).
c) Sa
y # 0.
III. Fie D triunghiul inchis marginit de Oz, Oy si de dreapta =z + y = .
Fie f: D — R,

se calculeze %(O’y); %(an)«

se studieze continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (0,0) si in (0,y),

f(z,y) = cosx + cosy — cos(z + y).

a) S& se descrie parametric frontiera lui D.

b) Sa se giseasca punctele stationare ale lui f din D (D este inchis !) si s& se
studieze daca printre ele se afla puncte de extrem local ale lui f.

¢) Sa se calculeze maximul i minimul lui f pe D.

IV. Se considera familiile de vectori:
F={u1 =1(2,0,1,3),us = (0,1,3,2),u3 = (1,3,2,0),us = (3,2,0,0)} C R4
B= {61 = (1707070)’62 = (07 17()’0)763 = (ana 170)764 = (070707 1)} C R4‘
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Enunturi - anul T

Notam us = uy. Fie T : R* — R* operatorul liniar care satisface conditiile
T(ug) = upy1, Yk €{1,2,3,4}.

a) Construiti matricea A a operatorului T relativ la baza B.

b) Aritati ci F este bazd in R* si aflati matricea lui T relativ la F.
¢) Aflati valorile proprii ale matricei A gi determinati vectorii proprii.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2013-2014

0 2 -1
LFied=| -2 0 2 |silI=1Is.
1 -2 0

1. Verificati ca:

a) A+ I este nesingulara,

b) (I - A+ A=+ A - A);

c) matricea Q = (I — A)(I + A)~! este ortogonala (adicd Q! = Q~1).

2. Determinati toate valorile proprii reale ale matricei (), impreuna cu vectorii
proprii corespunzatori.

3. Demonstrati proprietétile a), b), ¢) de la punctul 1 in cazul in care A este o
matrice antisimetrica (A* = —A), 3 x 3 oarecare.

II. a) Sa se dezvolte functia f(x) = arcsin z in serie de puteri in jurul lui 0.
b) S& se calculeze suma seriei

1+Z1.3.5-....(271—1) 1
< 2:4:6-...-(2n) 21

III. Fie functiile f € C*(R) si v(z,y) = f(¥).

Presupunem ca functia f este
armonica.

a) Ardtati ca
2+ (Y Y (Y
() e (7) =
b) Sa se afle functia f (se poate folosi substitutia t = %)

IV. Se considera forma patratica g(z) = z' Az, unde A = , unde x

O =N
— N =
o= O

este un vector coloans nenul din R3.

a) Determinati transformarea ortogonald = Qy prin care forma pé#tratica este
redusa la forma canonica.
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b) Determinati valorile extreme ale functiei g : R3\{(0,0,0)!} — R, g(z) = LAz

ztx
si vectorii in care se ating aceste valori.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2013-2014

1 1 1
I. Fie matricea A = 1 1 1
1 1 1
a) Sa se calculeze A™, n > 2.
AT
Y tA _
b) S& se calculeze e = Z o
n=0

c) Sa se calculeze (Az, Az), cu = (z1,29,23)" € R3, unde ( , ) este produsul
scalar canonic pe R3.

d) Sa se calculeze ||A|| = sup{(Ax, Az)*/? | ||z|]s = /23 + 23 + 23 = 1}.

e) S& se indice punctele de pe sfera unitate in care ||A|| este atinsa.
II. Fie ecuatia 2% — 2% — y* = 0.
a) S& se giseascd punctele in care se poate aplica teorema functiilor implicite
pentru a obtine functia z = z(z,y).
oz

b) Sa se arate ca functia f astfel obtinuta verifica relatia x5 + yg—; = z.

¢) S& se scrie polinomul Taylor de grad 2 al functiei z de la punctul a), relativ la
punctul (1,0).

Y
, ©#0
III. Fie functia f : R2 - R, f(z,y) = kZ:O (2k)! a2h=3
0, =0
a) Sa se calculeze suma seriei care defineste functia f.
0 0
b) Sa se calculeze a—i(0,0) sl 8—5(0,0).

¢) Sa se studieze derivabilitatea (diferentiabilitatea) Fréchet a functiei f in (0,0).

0100
IV. Fie matricea A = <88(1)(1’>.
0000

a) Sa se calculeze A2, A3 A

b) Pentru v = (0,0,0,1)! € R* si se arate ca vectorii v, Av, A%v, A%v sunt liniar
independent;i.

¢) Fie V un spatiu vectorial real cu dimV > 2 si T : V — V o aplicatie liniara
cu proprietatile TP = 0 gi 7P~1 # 0 pentru un p € {2,3,...,dimV}. Si se arate
cd dacd v € V este un vector pentru care 7P~'v # 0, atunci familia de vectori
{v,Tv, T?v,..., TP~ v} este liniar independenta.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2014-2015

I. Consideram sgirul (an)nen+, cu a, = (sin(sin... (sin1)...)).

n de sin
a) Scrieti polinomul Taylor de ordin 3, centrat in origine, pentru functia f(z) =
sin z.

b) Calculati lim naZ.

n—oo
oo
¢) Studiati convergenta seriei E al.
n=1

II. a) Dacd z € (0, 1], ardtati cd

|
= n!
b) Demonstrati ca
1 o0
/ x ¥dx = g n "
0 n=1

11 1
III. Consideram matricea A = ( 1 -1 1 )

a) Determinati matricea T' € M3(R) astfel incat -1 AT s fie diagonala.

b) Determinati matricea C' € Mj3(R) astfel incat C?01° = A.

c) Fie B = {e1,e2,e3} baza canonici a lui R3. Determinati o baza ortonormati
By = {f1, f2, f3} a lui R?, astfel incat aceasta si fie formatd din vectori proprii ai
matricei A care satisfac conditiile (f1,e1) > 0, (fa,e2) = 0 si (f3,e3) < 0 (produsul
scalar considerat este cel euclidian).

IV. a) Fie A,D € M,(R), AD = DA si D = diag(A1, A2,...,An), cu A; # Aj,
pentru i # j. Aratati cd A este o matrice diagonala.

b) Fie X, Y € M, (R) doud matrice simetrice, cel putin una avand valorile proprii
diferite intre ele. Aratati echivalenta urmatoarelor afirmatii:

i) XY =YX;

ii) existd o matrice ortogonalad Z astfel incat Z='XZ si Z='Y Z sunt améandoud
matrice diagonale.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2014-2015

oo
1.2n+2

5 Y#0
s y

I Fie f: D >R, f(z,y) =4 &
0, y = 0.
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a) S& se calculeze suma seriei care definegte pe f si s se precizeze domeniul de
convergenta.

b) S& se studieze derivabilitatea (diferentiabilitatea) Fréchet a lui f in (0,0).

¢) Sa se studieze continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (0,0).

II. Fie ecuatia 22 + ¢ + 22 — ysini =1

a) Aratati cd, relativ la (1,0, 1), teorema functiilor implicite permite definirea unei
functii z = z(z,y).

b) Calculati §2(0,1) si 92(0,1).

c) Aratati cd z verificd egalitatea

0z 0z
2 _ 2 2y 0% oz _
(x°—y* =z )8x + 2zy 9y 2xz.
) ) 1—alz+y)
II1. Fie f: R2\{(0,0)} = R, f(z,y) = Zrg? aeR.

a) Discutati existenta punctelor stationare ale functiei f (punctele in care df (x, y) =
0).

b) Determinati natura punctelor de extrem local ale lui f, atunci cind acestea
exista.

IV. Fie A, B € M,,(R) (unde M,,(R) este multimea matricelor patrate de ordinul
n) si fie S(A,B) = {M € M,,(R) | AM = MB}.

a) Ardtati ca S(A, B) formeaza subspatiu vectorial in M, (R).

b) Pentru A = (%1) si B=({}), determinati o bazd in S(A, B).

o 100Y . -100
¢) Determinati S(A, B) pentru A = (ggg) si B= ( 0 -1 2).

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2015-2016

I. Considerdm sirul (up)p>1, CU Up = fog(tg t)"dt, pentru orice numéar natural
nenul n.

oo
a) Studiati convergenta seriei Z(—l)"un.
n=1
> u
b) Studiati convergenta seriei Z — unde a € R.
n=1 ne

II. Fie A, B € M3(R) astfel incit AB = BA, A%015 = [3 i B?96 = [3.
a) Sa se determine valorile proprii comune matricelor A si B.

b) Presupunem ci existd un vector coloand nenul z € R? astfel incat (A + B +
I3)xz = 0. S& se arate c&, pentru orice n > 1, avem (A + I3)"x = (—1)"B"z.
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o0
III1. Fie I multimea tuturor numerelor reale x pentru care seria Z(ln n)-z" este
n=1
convergentd. Notam cu f(z) suma acestei serii.
a) Sa se determine 1.
b) Consideram sirul (an)n>1, dat de a3 = —1 i a,, = —1In (1 - %) - %, pentru

n > 2. S& se determine domeniul de definitie a functiei g(x) = Z anx”.
n=1

c¢) Sa se gaseascd o relatie intre functiile f i g.
d) S& se calculeze g(1) si g(—1).

IV. Fie g : (a,b) — R o functie de clasd C*(a,b) cu derivata ¢'(x) # 0, pentru
orice x € (a,b). S& se determine valorile proprii gi vectorii proprii pentru operatorul

T : C®(a,b) — C=(a,b), cu T(f)(z) = g((i))

V. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n si f : V' — V o aplicatie liniara.
Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Im f = Im f?

b) Ker f = Ker f?;

c¢)V=Imf® Ker f.

, pentru orice = € (a, b).

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva, la alegere, 4 subiecte din cele 5.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2015-2016

e 2n—1
y y y . . : y
I. a) Sa se giseascd domeniul D din R? pentru care seria E (=1)" =557 este
x
n=0

convergenta gi sa se calculeze suma sa pe domeniul respectiv.

b) S& se studieze derivabilitatea (diferentiabilitatea) Fréchet in (0,0) a functiei

f:R?2 SR,
2

flz,y) = xfiija (z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0).

¢) S& se studieze continuitatea in (0,0) a derivatelor partiale de ordinul intéi ale
functiei f de la punctul b).

x2+y2> Yy

I1. Fie ecuatia In ( 5 + arctg = = 0.
z z

a) Sa se verifice ipotezele teoremei functiilor implicite relativ la punctul (1,0, 1) si
s se deduca existenta unei functii z = z(x, y).
0z

0z )

b) Sa se calculeze
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0z

0z
¢) Sa se arate ca functia z astfel obtinuta verifica relatia xa— + ya— =2z.
€T Y

III. Fie multimea D = {(z,y) € R? | 22 + ¢y < 1, y > 0} si functia f : D — R,
flzy) =2? +y? —zy —z.

a) Sa se afle punctele de extrem local din D ale functiei f.

b) Sa se descrie parametric frontiera multimii D.

¢) S& se calculeze maximul i minimul functiei f pe multimea D.

IV. Fie matricea T = (25! ~sint) € My, »(R), t € R.

sint cost

a) Sa se calculeze TT! si (T + iT)(T — iT)*, unde cu A* am notat matricea A,
oricare ar fi A € My(C).

b) S& se determine ¢ € [0, 27) pentru care matricea T 447" are valori proprii reale.

¢) Pentru ce valori ale lui ¢ € [0, 27), matricea T este diagonalizabild in Mo (R)?

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2016-2017

I. Fie (apn)nen un sir crescator de numere reale mai mari decat 1, cu lim a, = oc.
n—oo

Pentru a > 0, sa se arate ca:
="
a) seria —————— este convergenta daca gi numai daca seria
) 2 ok

> (% @)

n>0 n

este convergenta,

-1" 1
b) seria Z (aj—(—)l)")a este convergenta daca gi numai daca seria Z —7T este
>0 n n>0 "
convergenta.

II. Fie a, b doi vectori necoliniari din spatiul V3. Se considera aplicatia liniara
p: V3=V, o) = (v,a)b+ (v,bya, Vv € Vs.

a) Determinati matricea asociata lui ¢ in raport cu baza B = {a,b,a x b}.

b) Determinati o baza B; a lui V3, astfel incat matricea asociatd lui ¢ in raport cu
baza B sa fie diagonala. Care este matricea de trecere de la baza B la baza B;?
(S-a notat cu V3 spatiul vectorilor liberi. Pentru u,v € V3, s-a notat cu (u, v) produsul
scalar al vectorilor u,v, gi cu u X v produsul vectorial al vectorilor u, v).

III. Consideram functia f : {(z,y) € R? | 2 +y > 0} — R,
flo,y) = k(@® +y°) + In(z +y).

a) Gasiti toate valorile reale ale lui k pentru care f are cel putin un punct de extrem
local.
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b) Aritati ci dacd x,y € R, cu x +y > 0, atunci 4(2® +y3) > (z +y)3.
¢) Pentru valorile lui k¥ determinate la punctul a), studiati daca f are puncte de extrem
global (folosind eventual inegalitatea de la punctul b)).

IV. Fie V = R, [X]. Consideram T, S doud endomorfisme ale spatiului vectorial
V (peste corpul R), astfel incat V = Ker T+ Ker S = Im 7'+ Im S.
a) Sa se arate ca cele doud sume sunt directe.
b) Ramane rezultatul adevarat pentru spatiul vectorial V' = R[X]?

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2016-2017

1 1
2 2
(s oo s ) ) £ 0.0)
(070)7 (x,y) = (0’0)
a) S& se studieze derivabilitatea (diferentiabilitatea) Fréchet a functiei f in (0,0).
b) Sa se studieze continuitatea in (0,0) a functiei definite prin matricea Jacobi a lui

2

f-
o . tg “x e o\ 1 T2
¢) Sa se calculeze lim ——————, unde || - ||2 este norma euclidiand (uzuald) din R=.
20 || f (2, )||2

I. Fie functia f : R? — R?, f(z,y) =

1
II. a) Gasiti o formula de recurentd pentru familia de integrale Jy ,, = / 2F(Inz)™dz,
0

k,m € N.

b) Sa se calculeze J, ,, n € N.

¢) Folosind dezvoltarea in serie de puteri centrata in 0 a functiei e*, gisiti o dezvoltare
a functiei 7%, x > 0, intr-o serie de functii.

1
d) S& se exprime / "~ %dz sub forma unei serii numerice.
0

ITI. Fie ecuatia z = = 4 y arctg z.
a) Sa se verifice ipotezele teoremei functiilor implicite relativ 1s punctul (0,2,0) si sa
se deduca existenta unei functii z = z(z,y).
b) Sa se calculeze gradientul functiei z in punctul (0, 2).

) Sii se caleuleze 22 g 92 ga te ci = = —= arct
¢) Sa se calculeze — gi —. S se arate cd — = — arctg z.
8m§ dy dy Ox &

. . bb
IV. Fie matricea (% a b), a,b e R, a2+ b2 > 0.
a
a) S& se determine spectrul matricei A.
b) S& se arate ci matricea A este diagonalizabild si s& se aducd la forma diagonala.
c¢) Sa se calculeze A™, n € N.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2017-2018
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I. Consideram sirul (z,)n>1, cu 1 < 0 §i p41 = €® — 1, pentru orice n € N*.

oo
Studiati convergenta seriei Z |z, |%, pentru a € R.

n=1

II. Fie A, B € M3(R) astfel incat A2 =I5, det B = —1 i AB + BA = O,. S se
arate ci existd M € Ms(R), inversabild, astfel incit

A=M(§ )M si B=M(Q§HM "

IIT1. Fie g : [0;1] — R o functie descrescitoare, neconstanti, care se anuleaza in
1, este derivabila si derivata sa este continua pe [0;1]. Fie F clasa functiilor continue
f:[0;1] — R, astfel incat fol f(z)g(x)dxz > 1. Asociem fiecarei functii f din F functia
continua Lt gcp<l
Flos1) - R, f<x>={’”f°’ B
f(), z=0.

Determinati valoarea miniméd pe care o poate lua maxg<,<1 f(x), cdnd f parcurge
clasa F.

IV. Fie n € N. Se considera aplicatia R-liniard f : Rap41[X] = Rop11[X], cu

(F(P)(X) = XP(X) + (1+ X*)P'(X) + XP(=X) + (1 = X*)P'(=X), ¥P € Rana[X].
a) Aratati ca f este bine definita si determinati matricea asociata lui f in raport cu
baza By = {1, X, X2 ..., X?"+1},

b) Sa se determine o bazd Bs a lui Ra,11[X], astfel incdt matricea asociatd lui f in
raport cu baza Bs sa fie diagonala. Care este matricea de trecere de la baza B la
By?

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2017-2018

I. Fie functia f : R? — R, definita prin

oo

(—1)F
’ z,Y 7é 0,0
flz,y) = ;;, (2k + 1)!(22 + y2)2k (z,y) # (0,0)
" (z,y) = (0,0).
a) Sa se studieze derivabilitatea (diferentiabiltatea) Fréchet a functiei f in (0,0);
b) Sa s

e studieze continuuitatea in (0,0) a derivatelor partiale ale lui f;
¢) S& se calculeze lim  f(z,y), unde || - ||2 este norma euclidiani din R2.
(z:y)|l2—o00

I1. Se considers functia f: R3\{(0,0,0)} — R, f(z,y,2) = L

Va2+y2+22
e , s - f L O°f | 02 _ .
a) Aratati ca functia f verifica ecuatia lui Laplace, 55 + oz T

0z2 T
b) Studiati convergenta punctuald gi convergenta uniforma pe intervalul [0, 1] a girului
de functii (g )nen, definit prin g,(z) = nz(f(vz, v/n, 1))
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Sa se afle un versor (#) normal la suprafata S : 22 + y? + 22 = 4 in punctul

c)
Sy P
M(1,1,1/2) si s4 se calculeze a—i(M)

III. Fie functia f: {(x,y) | 2% + v <4} = R, f(z,y) = 2y\/4 — 22 — 2.
a) S se indice multimea D pe care functia f este derivabild Fréchet;

b) Sa se afle punctele critice din D ale lui f;
c¢) Sa se studieze daca acestea sunt puncte de extrem pentru functia f.

IV. Se dau matricele o1 = (93), 02 = (9 5), 05 = (§§) din May2(C). Definim
{A, B} = AB + BA. Pentru fiecare k € 1,3 se defineste functia

fk : MQXQ(C) — MQXQ((C), fk(M) = {M, Jk}, VM € M2><2((C).

a) Aratati ca functiile f sunt endomorfisme ale C-spatiului vectorial Msyyx2(C);
b)Aflati cite o bazd si dimensiunea peste C a nucleelor endomorfismelor fy;

c¢) Studiati existenta unei matrice M € Mayxo(C), care si satisfacd simultan pro-
prietatile M = M*, M? = I,, {M,0;} = O, ¥£ € 1,3, unde prin * s-a notat
cunjugarea hermitica a matricelor (A* = tA).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2018-2019

I. a) S4 se arate ca

1
arctg x + arctg — = —,

x 2
pentru orice x € R}

™

b) S& se studieze natura seriei Z ((5) — (arctg n)o‘), unde o € R.

II. Fie f: R5[X] — R5[X], o aplicatie liniara, astfel incat f(R1[X]) =Rsi f(1) #
0. Se considerd aplicatia liniard g: R5[X] — R5[X], definitd prin

9(P(X)) = f(P"(X)) + XP"(X), VP(X) € Rs[X].

Presupunem ca Im (g) nu este subspatiu vectorial al lui Ker (g) si nici Ker (g) nu este
subspatiu vectorial al lui Im (g). S& se determine dimg(Ker (g)) si dimg(Im (g)).

(Amintim c8 R,[X] = {P € R[X] ‘ grad P < n}.)

III. Fie f : (0,00) — R, o functie. Daca f € C?(0,00), f” este marginita si

lim f(z) =0, si se arate c& lim f'(x) = 0.

IV. a) Fie A € M3([0,1]). (Prin M3([0, 1]) intelegem multimea matricelor 3 x 3,
cu elemente in intervalul [0,1].) S& se arate ci, pentru orice A € C, valoare proprie a
matricei A, avem |A| < 3.
b) S& se determine toate matricele din M3([0,1]) care au cel putin o valoare pro-
prie A € C, cu |A| = 3. S& se arate cd aceste matrice sunt diagonalizabile i s& se
diagonalizeze.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2018-2019

I. Fie functia f : R? — R, definitd prin

RSN G )
f(a?,y) = ];) (2]@’)' (_ng +y2>2k7 ( 7y) 7é (0,0)

0, (z,y) = (0,0).
a) Sa se studieze derivabilitatea (diferentiabilitatea) Fréchet a functiei f in (0,0);

b) S& se calculeze g—i si Z—ch;

¢) Sa se studieze continuitatea in (0,0) a derivatelor partiale ale lui f.
I1. Se considera functiile f € C?(Ry) siu: R® = R, u(x,y,2) = f(\/22 + 32 + 22).

Ou OJu Ou\ . . .
9z 3y’ (’9,2) in functie de f'(r);

a) Sa se calculeze (
. ou
b) Pentru f(r) = r, Vr, sa se calculeze a—(M ), unde v este versor normal la suprafata
v
S :a? 4+ y?* + 22 = 9 in punctul M(1,-2,2);
¢) Sa se gaseascd functia f astfel incéit
0?u  0u  *u

Aay = 22 gy
3= B + Oy + 022

=0.
III. Fie functia f, : R? —» R, f.(x,y) = 2> + ¢ — nay.
a) Sa se afle punctele stationare ale functiei f,;
b) Sa se studieze dacd acestea sunt puncte de extrem local pentru functia f,;
¢) Dac& (zn,y,) este punct stationar al functiei f,, cu ||(zp,yn)||2 = V22 + y2 # 0,
oo

1

[e%

————— 1n functie de o € R.
(s yn )15

sa se discute convergenta seriei Z
n=1
IV. Se da matricea A = (‘; g) din Msx2(R), cu proprietatea a + b = ¢ + d.
a) Sa se arate cd u = (1) este vector propriu al matricei A;
b) Sa se afle valorile proprii ale matricei A;

¢) Sa se arate ca multimea
V ={M| det M = 0, M este de tipul matricei A gi are valorile proprii egale}

este subspatiu vectorial al R-spatiului vectorial Msy2(R);

d) Sa se afle o baza si dimensiunea peste R a lui V.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2019-2020
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I. a) Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui « functia
fl@)=In(z+V1+22).

1-3-..-(2n—1)
2.4-..-(2n)-(2n+1)

oo
b) S& se arate cd seria 1+ Z(fl)" : este absolut conver-

n=1
genta.

¢) Folosind rezultatul obtinut la a), sa se calculeze suma seriei numerice de la
punctul b).

II. Fie T si S, doud endomorfisme ale unui spatiu vectorial de dimensiune finita,
V, astfel incat V= Ker T+ Ker S = Im T + Im S.

a) Sa se arate cd cele doud sume sunt sume directe.

b) Raméane rezultatul adeviarat dacd V are dimensiune infinita?

III. Fie f : R* — R?*, o aplicatie R-liniara, astfel incat
f($1,$27$3,$4) = f(x4,.133,.’132,$1),

pentru orice (21,29, 73, 74) € R, si £(1,2,3,4) = (1,2,3,4).
Fie (a,b,¢,d) = f(1,0,0,0). Presupunem ci a+d#b+csia+d#b+c+ 1.
Sa se determine (in functie de a,b, ¢, d) o baza, B, a Iui R* astfel incat matricea
asociata lui f in raport cu baza B sa fie diagonala.

IV. Fie (ay)n>1, un sir strict crescitor de numere naturale nenule, astfel incat

. Ganp
lim ——— = 4o0.
n—oo a1 - A2 * ... " Ap—1
o]
Sa se arate ca seria E — este convergenta gi ca suma acesteia este un numar
Qn
n=1

irational.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil electric, 2002-2003

1. Fie s, : [0,1] — R girul de functii definit prin

1 & T
len<1+k(k+1))7 pentrux;éo
Sn(x) — k=1
1

- —,
n+1

pentru x = 0.

a) Aratati ca s, sunt functii continue.

b) Ar#tati cd sirul (s,) converge uniform pe [0, 1].
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¢) Fie s:[0,1] — R limita de la b). Evaluati

s(x) — s(0 > 1
( )x ()+22n2(n+1)2

n=1
si demonstrati ca s este derivabila in origine.

II. Fie agp € (0,1) si sirul a,, = In(1 4+ ap—1),n > 1.

o o . . Ap — Qp41
a) S se arate cd a, — 0 gi s& se calculeze lim ————.
n—00 a2

b) S& se arate ca Z a2 este convergenti.
n>0
IIT. a) Dati un exemplu de matrice nenula patratica de ordinul doi cu proprietatea
A? =0.
b) S& se arate cd dacd A este o matrice patratica de ordinul n astfel incat A™ = 0,

atunci matricea I,, — A este inversabild. Determinati matricea (I, — A)~! in functie
de A.

IV. Fie f : R®™ — R™ un endomorfism (operator liniar) cu proprietatea ca f2 = f.
Aratati ca valorile proprii ale lui f sunt 0 si 1 si ca subspatiile proprii corespunzatoare
sunt Ker f ¢i Im f.

b) Determinati Im f N Ker f, Im f 4+ Ker f si aratati ca operatorul f admite o
baza formata din vectori proprii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2002-2003

—1/2?

I. a) Sa se arate ca lim =0,Ya > 0.
z—0

b) Fie

xa

e~/ @*+¥*)  pentru (z, 0,0
[R5 R, f(r,y) = ’ sz
0, pentru (z,y) = (0,0).

S& se calculeze derivatele partiale ale lui f in (0,0).
¢) S& se studieze diferentiabilitatea lui f in (0,0).
d) Folosind seria de puteri a functiei exponentiale si se calculeze cu 3 zecimale
100
exacte [ f(z,0)dz.
0 n
II. a) S& se giseasca multimea din R pe care converge seria Z(—l) —; si se
n
n=1

cerceteze convergenta uniforma pe [0, 1].
oo

b) S& se calculeze S(z) = Z(—l)"‘lx— pentru x In multimea de convergenta.
n

n=1
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2 oo ( 1)n—1
) Folosind Z 12’ sa se calculeze suma seriei nz m

1
d) S& se demonstreze convergenta si s se calculeze integrala / Inz-In(1+2)de

0
folosind dezvoltarea in serii de puteri a functiei In(1 + z) in jurul lui zero.

-1 1 1
I1I. Fie matricea A = 1 -1 1
1 1 -1
a) Sa se determine matricea A", n € N.
r  a? z" 9 . A
b) Stiind ca e =1+ — T + o + .. + G tesze R, sa se calculeze matricea e“.
¢) Sa se afle valorile proprii ale matrlcel A",
z1
d) Fie forma patratica F,(X) = X'- A" - X, X = | z2 |. Si se afle valorile
T3

n € N pentru care F,(X) este pozitiv definita.

IV. Fie V.= M2 (R) spatiul vectorial al matricelor patratice cu valori reale, 2 x 2

{0 (080 )

baza canonica in V. Fie functia T : V — V, definitd prin T(A) = A, unde A? este
transpusa matricei A, A € V.

si

a) S se arate cd T este o aplicatie liniara.

b) Se cere matricea atagatd aplicatiei T in baza B.

¢) Se cer valorile proprii gi vectorii proprii pentru 7.

d) Daca W ={A eV |T(A) = A}, s se giseasci o bazd In W si dimg W.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2003-2004

I. Pentru o € R\N fixat, fie seria de puteri

—1) —n+1
_1+Z (v (o ”Jr)mn_

n>1

a) Sa se determine raza de convergenta a seriei si si se calculeze suma s, (),
observand eventual ca (1 + z)s,’(2) = a - s4 ().

b) Sa se calculeze coeficientii seriei pentru a@ = —1/2.
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¢) S& se calculeze urmatoarea integrali:

w/2 dx
/ Bt la] <1,
0 V1+a?sin“zx

folosind dezvoltarea in serie de la punctul b).

II. Fie fo : R2 = R, fu(z,y) = ax + by?, unde a, b sunt parametri reali.

a) Pentru ce valori ale parametrilor a si b, f,» admite puncte de extrem local ?
Discutati natura lor.

b) Studiati punctele de extrem ale lui f; 1, conditionate de 2% + y* — 1 = 0.

¢) Pentru ce valori (a,b) € R?, f are exact doud puncte de extrem conditionate
dex?4+¢y?—-1=07?

II1. Fie spatiul vectorial R? cu produsul scalar obignuit

(z,y) = 2191 + Tay2 + T3y3, Vo = (21,22, 23),y = (y1, Y2, y3) € R
Fie
L={x=(21,22,73) €R® | xy + 220 — 23 =0, 21 — 29 = 0}
un subspatiu vectorial. Notam cu L+ = {y € R® | (z,y) = 0,Vx € L} subspatiul
ortogonal corespunzator subspatiului L.
a) Aritati ci orice element = din R? se poate scrie in mod unic sub forma x = z+vy,
unde z € L siy € L.

b) Notam cu prpz elementul z provenit din descompunerea lui z de la punctul
a). Definim aplicatia liniard T'(x) = 11 - (z — prra). Determinati o bazd de vectori in
Ker T.

¢) Este T izomorfism? Justificati.

d) Aduceti la forma canonica forma patratica:

g(x1, 29, 23) = 1027 — 22129 — 62123 + 1023 — 61223 + 273

IV. Fie A = si T : R? — R? aplicatia liniara care in baza canonica

— = Q
=
O ==

are matricea A.

a) Sa se arate ca dim Ker T' = 1 daca si numai dacd a = 2.
b) Pentru a = 2 si se giseascd o baza ortonormatd in Ker T gi una in Im 7.

¢) Daca A = 2 este o valoare proprie pentru T si dacd B este matricea transformarii
T oT, atunci sa se arate ca forma patratica g(x1, z2,r3) avand matricea B relativ la
baza canonica, este pozitiv definita.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
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Faza interuniversitara, anul I, profil electric, 2004-2005

I. Fie operatorii fi, fo : R — R? care in baza canonici sunt dati respectiv de

matricele :

7 2 =2 0 2 2
A= 2 4 -1 ), (p=(2 0o -
-2 -1 4 2 -2 0

a) Sa se determine valorile proprii ale celor doi operatori.

b) Care dintre ei admite radacini patrate? Justificati raspunsul.

¢) Pentru operatorul care admite ridacini patrate si se afle matricea uneia din
radacini.

Nota: radacina patrata a unui operator f inseamna un operator g care indeplineste
conditia go g = f.

1 T
II. Fie functia f : R? = R, f(z,y) = z _/0 |sin(u-y)|du,  pentru zy #0

)

pentru xy = 0.

a) Si se arate cd f este continud in origine.
b) Calculati derivatele partiale in origine.
¢) Studiati diferentiabilitatea in origine.

2k +1
< fla,y) < ; kr<ay<kr+ T kel
T

2k
km+ %
e) Calculati lim )f(:z:,y).

(z,y) = (00,00

d) S& se arate cé:

ITI. Sa se aduca la forma canonici si sa se reprezinte grafic conica definita de

ecuatia
f(z,y) = 2® — 2zy + y* — 10z — 6y + 25 = 0.
(o) l'n
IV. a) Se considera seria de functii Z — e ¥. Sa se arate cd aceasta serie nu
n!
n=0
converge uniform pe [0, co).
x x z sinx s
5 51 T ocosE . i ( f).
b) Sa se arate ca Jm  cos 5 cos 2 cos on p z € (0, 5
o0
< o ¢ " 1 T gy di -
¢) Se d& seria de functii Z on tg o a se studieze convergenta seriel pe
n=0

intervalul [0, g) .

/2
d) S& se calculeze / f(z)dz, unde f este suma seriei de la punctul c).
/6

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
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Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2004-2005

I. Fie functia f : R® = R, f(z,y,2) = 22 +y?> + 22 +ax+by+cz+d, a,b,c,d € R.

a) S& se scrie ecuatiile care caracterizeaza punctele stationare ale lui f.

b) Sa se determine a, b, ¢, d astfel incat punctul (—1,—2,3) s& fie punct de minim
local si valoarea functiei in acest punct sa fie 0.

¢) Sa se scrie f(x,y, z) in functie de puterile lui (z+1), (y+2) si (z—3), coeficientii
a,b, c,d fiind determinati la punctul b).

d) i) S& se verifice conditiile teoremei functiilor implicite pentru ecuatia
flz,y,2) — 1 = 0 relativ la punctul (—1,—2,2) si si se arate cd existd o functie
definita implicit z = z(x,y) in vecindtatea punctului (—1, —2) al. z(—1,-2) = 2.

ii) S& se calculeze dz(—1,—2).

iil) Sa se calculeze %(—1, —2).

I1. Fie functia f : R? = R, f(z,y) = cos(z +y) — z.

5 of of
a) Sa se calculeze 57, 5.

b) Sa se calculeze /02 <<g£(a€,y)> + <g£($,y)> > dz.

c) Fie f : R? — R de clasd C?, u = a—f, v = ﬁ Presupunem ca
ox dy
() u(e +2m.9) = ule ) (D) ol +2m,0) = o) (i) 5 = 5L, pe B2

1 27
Fie integrala cu parametrul y € R, datd de E(y) = 5 / (u?(z,y) +v*(z,y)) dz.
0

a) Sa se calculeze E(y).
b) Integrand prin parti sa se deduci cid E(y) =0, Vy € R.

II1. Fie Msy«o(R) spatiul vectorial al matricelor patratice cu valori reale si V
subspatiul matricelor simetrice din May2(R). Fie aplicatiile liniare 7' : Mayxo — R

si f:V — V definite de relatiile: T(A) = a11 + a2z, unde A = ( - ), iar

f(B):(T(aB) T(bB)>,undeB:<z IC)) a1 22

a) Sa se descrie Ker T', Im T i sa se verifice relatia:

dim Ker T+ dim Im T =dim Msy2(R).
b) S& se arate c& Ker fNIm f={0}si Ker f+ Im f=V.
¢) Se cere matricea transformérii g = fo fo fo---o f in baza

2005 ori

s {0 0). (8 0) (0 )
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a spatiului vectorial V.
IV. Fie P3 = {P(x) = ap+ a1z +a22* +az2® | ag, a1, as, a3z € R}, spatiul vectorial
al polinoamelor de grad cel mult trei. Fie subspatiile vectoriale:

Ly ={P(x) e P3| P(1) = P(-1) =0} i Ly = {P(z) € P3| P(2) = P(-2)},

subspatii vectoriale in Psj.

a) S& se determine cite o bazd in Ly gi Lo si s& se calculeze dim(L; 4+ L2) si
d1m(L1 n Lg)
b) Considerand pe P; produsul scalar: (P(z),Q(x)) = apbg + a1by + agby + agbs,
unde
P(z) = ao + a1x + ax® + azx®, Q(x) = by + by + byx? + b3a®,

determinati o baza in
Ly = {R(x) € P3| (R(x),Q(x)) =0, VQ(x) € Lo}

si aratati ca Ly + L% nu poate sa fie egala cu Ps.
c) Fie L'y = {P(z) € P3|P(2) = P(-2) = 0). Calculati dim(L; + (L2’)*). Ce se
poate spune despre egalitatea Li + (L")t = P3 ? (Justificare).

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil electric, 2005-2006

a-sinx
1—2a-cosxz+ a2’

L. Fie functia f : R*\ | J{(2nm, 1), (2n+ 1w, —1)} = R, f(z,0) =

neL

a) Sa se determine coeficientii a,, = a,,(x),n € N, astfel incat

flz,a) = Zan(aj) -a”, ol < 1.

n>0

b) S& se calculeze / sinnx - sinkx dz, unde k,n € N.
¢) S& se calculeze I, (o) = f(z,a) -sinnxdz, |of < 1.

2 1 . 1
II. Se considers F(a) = / 1n< toa CO”) dz, |a| < 1.
0 l1—a-cosx) cosx

a) Sa se arate ca F este derivabild gi sa se calculeze F’.

b) S se calculeze F.

4
IIT1. Fie forma patratica @ : R — R, Q(u) = Z Skti—2 - Uk - Uy, unde
k=1
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Sp =27 +ay + a5 + 2}, nel,6,
iar 21, x9, 23, 24 sunt radicinile ecuatiei 24 — 42% — 4z — 8 = 0. Fiecarei radscini T,
j =1,41i asociem forma liniard [;(u) = u1 + z; - ug + x? Uz + x?’ - uy. Aratati ci:

a) La radacini z; distincte corespund forme [; liniar independente.
4
b) Forma patraticd @ se poate exprima astfel: Q(u) = Z ij».
j=1

¢) Forma patraticd @ are signatura (3,1).
IV. Fie A € M,,(R), n = 2k + 1, o matrice antisimetrica.

a) S se arate cd A = 0 este o valoare proprie.

b) Aritati cd originea planului complex este centru de simetrie pentru multimea
valorilor proprii ale matricei.

c¢) Oricare doud matrice antisimetrice A,B € M3(R), A = (ai;), B = (bij),
aij, by € {£1},Vi < j, au aceleasi valori proprii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2005-2006

I. Fie functia f:R? — R definita prin:
2393

flay) =4 @ +yt

0, pentru (z,y) = (0,0).

pentru (z,y) # (0,0)

a) Sa se studieze continuitatea functiei f in (0, 0).
b) Sa se calculeze derivatele partiale ale functiei f in (0,0).

¢) Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f in (0,0).

(o]
. - . 1
d) Sa se stabileasca natura seriei numerice E f <, n|.
n

n=1
z b
II. Fie I, = / sin®" ™! (2z)dx, si J, = / (x—a)" - (b—2x)"dx,n € N,a,b € R.
0 a

a) Sa se calculeze I,,.

b) Sa se calculeze J,,.

¢) S& se calculeze lim {/J,.
n—oo

III. a) Fie F = {(1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)} C R% Si se arate ci F este o bazi de
vectori in R? gi si se gdseasca coordonatele vectorului v = (1,2, 3) in baza F.
b) Fie T}, : R® — R3, transformarea liniard a cirei matrice in baza F este matricea

0 1 m
Arn=11 0 1].
m 1 0
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Se cere T, (v), unde v = (1,2, 3).
¢) Pentru m = 0, sa se diagonalizeze matricea Ay si si se calculeze AZ09°.

IV. Fie spatiul vectorial V = R? si functia g = R? x R?* — R definit# prin:
1
9(X,Y) = 2y + 5 (@1yz + 22y1) + 2292 + 23ys,

unde X = (z1,29,23) s1 Y = (y1,y2,ys3) sunt vectori din V.

a) Sa se arate ca g este un produs scalar pe V.

b) S& se ortogonalizeze baza E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} fatd de produsul
scalar g.

¢) S& se calculeze cosinusul unghiului dintre vectorii e; = (1,0,0) si es = (0,1,0)
din V fata de produsul scalar g.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil cercetare, 2007-2008

I. Fie matricea A € M,,(C). Sa se arate cid A este nilpotentd dacd si numai daca
tr(AF) = 0, oricare ar i k > 0; ( tr(A) este urma matricei A).

II. Fie E o submultime nevida a intervalului (0, 400) care indeplineste conditiile
i) § € E oricare ar fi x € E.

ii) \/m € E, oricare ar fi z,y € E.

Se cer urmatoarele:

a) Dati un exemplu de multime E # (0, 00) care indeplinegte conditiile i) si ii).
b) Aratati cd F = [0,00); (E este inchiderea topologica a lui E).

III. Fie U C R? o submultime deschisi care contine discul unitate inchis D si
f:U — R o functie de clasa C' cu proprietatea ca:

of

. |Of
< o~ < .
8x(P)‘_1 gl ’(()y(P)‘_l, vYPeD

S& se arate cd dacd { My, Ma, ..., M,} este o multime de puncte din D cu centrul de
greutate iIn O atunci pentru orice punct P € D este adevarata inegalitatea:

<2.

%WP;Zﬂm>
k=1

IV. Fie A multimea pland formatd din punctele interioare gi laturile unui
dreptunghi ABCD de laturi AB = a i BC = b. Se definegte functia f : A — R prin:

f(P)=PA+ PB+ PC + PD.

Sa se calculeze multimea valorilor functiei f.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2007-2008

I. a) Sa se precizeze clasa de diferentiabilitate a functiei f: R — R,

@) = o+ 3] - el 1o,

unde [ - | reprezinta partea intreaga a expresiei pe care o contine.
. .. T+ 2" .
b) Pentru orice n € N fie functiile f, : R —» R, f,(x) = [2"“}’ n > 0. S& se

(oo}
studieze convergenta seriei Z fn(z).

n=0
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c) Sa se stabileascd daca functiile diferentiabile pot fi aproximate oricat de bine
prin functii discontinue.

II. Fie V spatiu vectorial din M,,(C) generat de matricile de forma AB — BA,
A, B € M,,(C). Sa se arate ca dim¢ V = n? — 1.

III. In spatiul real V = R? se considers forma pitratica

o(x,x) = & + 265 + 365 + £165 + £163 + £33,

in care &1, s, &3 sunt coordonatele vectorului € V' in baza canonicd {ej, eq,e3}. Se
cer

a) S& se arate ci forma biliniard simetricd asociata acestei forme patratice este un
produs scalar.

b) S se afle normele vectorilor e, e, e3 si cos(é7, €2) (in raport cu produsul scalar
definit la punctul a)).

IV. Functiile f, f’, f” sunt continue pe [0,a], a > 0 si f(0) = f/(0) = 0. S& se
arate ca

/0 |f(z) f'(2)|dz < 5/0 (f"(z))*dz.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2007-2008

I. Fie sfera: (S): 22 +y?>+22—-9=0, planul (H): 2 +y+ 2 —3 = 0 si cercul
spatial (C) = (S) N (H).

a) Sa se afle raza si coordonatele centrului cercului (C').

b) S& se arate ci orice sferd care contine efectiv cercul (C'), are ecuatia de forma:
4y + 22 -9+ N +y+2-3)=0.

c) Sa se gdseascd ecuatia sferei de razd R = 6, care contine cercul (C').

d) Sa se dea exemplu de o cuadricd care contine cercul (C) si de o sfera care nu
contine cercul (C).

II. S& se arate ca ecuatia X2 +aX +bl5 = 03, unde a® —4b > 0, admite o infinitate
de radacini in M3(R). (Cautati matrice de formé particulara).

I1I. Fie functia f : R? — R, definita prin

2xy
f(SC y) — m7 pentru (I7y) 7é (an)

0, pentru (z,y) = (0,0).

a) S& se studieze continuitatea, existenta derivatelor partiale gi diferentiabilitatea
functiei f in origine.
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/2
t t n
b) Sa se calculeze I, = / [f (sin 5’008 2)} dt, pentru n = 2k si n = 2k + 1.
0
1
¢) Sa se arate cd girul de functii g, : R — R, definit prin g, (z) = o f(z% n) este
n

uniform convergent pe R cétre o functie continud g si sa se calculeze g(z) = nlg%o gn(x).

oo n
v . .. (6%
IV. Sa se studieze natura seriei: E —, o,BER.
= nfsin

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil cercetare, 2008-2009

I. Fie (2,)n un gir monoton crescator gi divergent de numere reale strict pozitive

o0 «
. o < g . Ty — Tp— . o
si a < 1. Aratati ca seria E (nnl> este divergenta.
g
n=1

IT. Consideram hiperboloidul cu o panza, in reperul cartezian Oxyz:

.’E2 y2 22

a C

i
Stiind ca exista punctele M, N, P € ‘H astfel incat vectorii OM, ﬁ , (ﬁ sunt mutual

1 1
ortogonali, demonstrati cd — + -5 > —.
a b c

ITII. Demonstrati ca oricare ar i n € N, n > 2 gi numerele strict pozitive
T1,T2,..., Ty CU T + T3 + ... + T, = 1, avem

n

S e
kle—!—k(aﬁ—l—x%—l—...—i—xi) 4’

iar constanta din dreapta este cea mai mica cu aceasta proprietate.

IV. Fie A € M, (Z) cu A # 1, si k € N*, k > 3 astfel incat A = I, in M,,(Zy,).
Aratati ca pentru orice p € N* avem AP # [,,.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2008-2009

I. Fie a,, un sir de numere reale astfel incat seria Z an are raza de convergenta
n>0
1sifie f(z) = Z anz™,x € (-1,1). Presupunem ca exista alcl_>ml f(z)=LeR.
n>0
a) Daca a,, > 0 sa se demonstreze ca seria ), ., a, este convergenta si are suma
L.

b) S& se dea un exemplu de serie g a,x™ ca in enunt, cu a, € R, astfel incat
n>0

Z an diverge.

n>0

II. Fie a,b € R,a < b si fie fy : [a,b] — R o functie continuid cu proprietatea
fo(a) = 0. Fie

foila, b = R, fo(z) = / fro1(®)dt,n > 1.

a) Sa se studieze convergenta uniforma a seriei E I
n>1

b) si se calculeze suma seriei E fn-
n>1

II1. Fie Py,..., P, (n > 3) n puncte distincte aflate pe aceeasgi circumferinta (in
aceastd ordine). Pentru fiecare pereche de puncte P;, P;, notdm cu a;; lungimea
segmentului P;P; dacd i < j si aj; = —a,;. Consideram matricea (antisimetrica)
A = [a;j]. S& se determine dimensiunile imaginii si nucleului aplicatiei liniare
f:R™ — R™ asociate acestei matrice.

IV. Fie A, B matrice pétratice din M,,(R) cu proprietitile ci existd o coloana
nenuld z din M,, 1 (R) astfel incat Az = 0 si o coloand y din M, 1(R) astfel incat
Ay = Bx. Daca A; este matricea obtinuta prin inlocuirea in A a coloanei i, a;,
prin coloana i, b;, din B, si se arate ca det A; + ... + det A, = 0, unde det A; este
determinantul matricei A;.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2008-2009

23 cos & z#0

. L2 — x?’
I-Flef~R %Raf(x?y) 0, =0

a) Sa se calculeze derivatele partiale ale lui f in (0,y), y € R.
b) Sa se studieze diferentiabilitatea Fréchet a lui f in (0,y), y € R.
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¢) S& se studieze continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (0,y), y € R.

d) Fie r = /a2 4+ y2 + 22 §i g(x,y,2) = f(r,1). S& se calculeze grad g.

IL Fie f:[0,00) - R, f(z) = ex"‘/z/ /2y

a) Folosind, eventual, schimbarea de variabila t = z + s, si se arate ca
0<zf(z) <1, Ve >0.

b) S& se calculeze f'(z).
¢) S& se arate cd f/'(x) <0 Vz > 0.

d) Folosind, eventual, rezultatul I'(§) = /7, sa se calculeze f(0).
III. a) Si se giseascd o transformare liniara f : R3 — R3 astfel incat

f(el) = (45373)7 f(eQ) = (6’ _57 _6)7 f(63) = (0707 1)a
unde e; = (1,0,0), e = (0,1,0), es = (0,0, 1).
b) S& se arate cd exista n numar natural si ag, a1, .., ¢, numere reale astfel incat
anfn(x) + an—lfnil(x) +o+ alf(x) +apgxr =0

pentru orice x € R?, unde f*(z) = f(f*1(x)), k > 2. Sa se giseasca n si ag, ay, ..., an.
c) Si se giseascd un subspatiu vectorial U al lui R? astfel incat dim U=1 si
f(u) = u pentru orice u € U.

IV. Se da familia de sfere
Sy 492+ 22— 4N+ 1)z —2B8XA—2)y+2(A—5)z2—141+33=0 XeR.

a) S& se precizeze centrul si raza sferei S).

b) S& se arate ca centrele sferelor Sy se afla pe o dreapta. S se afle ecuatia acestei
drepte.

c¢) Sa se gaseascd un plan care sa fie tangent tuturor sferelor din familia data.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil cercetare, 2009-2010

I. Fie f : M,(R) — R o functie cu proprietatea f(aX + bY) = af(z) + bf(Y),
pentru orice a,b € R gi orice X, Y € M, (R).

a) S& se arate cd existd o matrice A € M, (R) astfel ca
f(X)=Tr(AX), pentru orice X € M, (R).

b) S& se arate c& existd o matrice inversabilda B € M, (R) astfel ca f(B) = 0.

I1. Gasiti locul geometric descris de centrul unei elipse, care este tangenta la doua
drepte perpendiculare date.
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s 1 1
definest
+Z<xn+x+n> efineste o

n=1

II1. a) S& se justifice faptul ca f(z) =

B

functie continud f: (0,1) — R.
b) Daca functia continud F : [0,1] — R verifica

F (g) TF (”3'2”) = 2F(z), Yz €[0,1],

atunci F' este constanta.

¢) S& se demonstreze egalitatea:

wctg(m)i+2( ! ! ) Vz € R\Z.
n=1

+7
T—n xr+n

IV. Fie f, € C(]0,1]) (n > 1) un sir de functii concave. Presupunem ca f,
converge simplu la 0. S& se arate ca sirul f,, este uniform convergent pe [0, 1].

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2009-2010

xr
I. Gasiti functiile continue f : R — [0, 00] cu proprietatea f(x) = 2/ V f(t)dt.
0

II. Fie f o functie care admite o dezvoltare in serie de puteri in jurul lui 0 avand
raza de convergenta R.

a) S se arate ci

III. Fie @ € R3 un vector nenul fixat si 7 : R® — R3, T'(¥) = @ x ¥, ¥ € R3.

a) Sa se arate ca T este o aplicatie liniara si s se determine subspatiile Ker T si
ImT.

b) Sa se arate ca pentru orice v1,v3 € ImT, unghiurile v1,v3 si T'(v7),T(v3) sunt
egale.

—

c) Si se determine toate aplicatiile liniare S : R® — R? cu proprietatea S(7) L @,
Vi € R3.
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IV. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n i 7' : V — V o aplicatie liniara
care admite n+ 1 vectori proprii astfel ca oricare n dintre ei sunt liniar independenti.
Sa se arate ca exista o € R astfel incat T' = o, unde [ este aplicatia identica.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2009-2010

I. Fie f : R > R,

l,a b
=Wl ) £ 0,0),

flay={ Vai+y?

0, (z,y) = (0,0),

unde a > %7 b > % sunt doi parametri reali.

a) Demonstrati inegalitatea

|y 1
——— < —, V(z,y) #(0,0).
Virrg s vz (700
b) Studiati continuitatea functiei f in origine.
c¢) Studiati existenta derivatelor partiale ale functiei f in origine.

d) Pentru a = 4 gi b = 1 sd se gaseascd multimea de convergentd a seriei de functii

if (in> (@ + 1)

n=1

II. Fie functia I : [0,00) = R, I(y) :/ e~ @+ g
0
a) Ardtati ca I(y) este convergentd pentru orice y € [0, 00).

b) Determinati I'(y) si ardtati ca I'(y) = —41(y).

c) Stiind ca [;* e dy = @, sa se calculeze I(y).

II1. Fie functia f : R3 — R3 definit& prin
T((Qﬁl,l'g,l'g)) = (21‘2 —x3,—2x1 + 223,21 — 21‘2), V(l‘hﬂ?g,wg) € R3.

a) Sa se arate ca T este aplicatie liniara si sd se calculeze Ker T gi Im T.

b) Sa se arate cd dacd uw,v € Im T, atunci unghiul dintre u si v este egal cu
unghiul dintre T'(u) si T'(v).

c) Fie matricea Q = (I3 — A)(I3 + A)~!, unde A este matricea transformarii T in
baza canonici din R3. Determinati valorile proprii reale ale matricei ) si subspatiile
proprii corespunzatoare.

IV. Se considerd planul 7 de ecuatie (2m + 1)x + (3 —4m)y+3z—2=0.
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a) S se scrie ecuatiile planelor 7y, w2 §i 73 care sunt perpendiculare pe planul 7
si contin respectiv axele Oz, Oy si Oz.

b) Sa se arate ca cele trei plane de la punctul a) trec printr-o dreapta A, a carei
ecuatie se cere.

¢) Sa se arate ca dreapta A descrie un plan atunci cand m variaza.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2010-2011

L. Fie functia f € C*(R) astfel incat |f(z)| < 1si |f”(x)| < 1, pentru orice = € R.

a) Scrieti formula lui Taylor de ordinul doi pentru functia g(t) = 1 — f(z + ),
t € R, in jurul unui punct ¢ arbitrar (z € R fixat).

b) Sa se demonstreze ca |f(z)| < v/2, pentru orice z € R.

IT. Gasiti cea mai mare valoare a integralei

y
/ Vat+ (y—y?)2de, 0<y<1.
0

II1. Se consider# spatiile euclidiene R? si C? cu produsele scalare
<(;v,y)7(u,v)>=x-u+y~v7 ($,y)ER2, (U,’I))ER27

respectiv
(z,y), (w,0)) =x-T+y-v, (x,y)eC? (u,v)eC

S& se determine aplicatiile liniare 7 : R? — R2? gi S : C?2 — C?, care satisfac respectiv
proprietatile
, pentru orice (z,y) € R?,

0
(S(u,v), (u,v)) =0, pentru orice (u,v) € C2.

IV. Fien > 2, A € M, (R) o matrice simetricd (A® = A) astfel incat
(tT(AQOIO))2011 —_ (t’I’(AQOH))Z(nO.

Sa se arate ci are loc egalitatea A" = tr(A) - A"~ L.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2010-2011

I. In R? se considers transformarea liniard, pentru a real fixat,

2
T,:R®* =R Ty(zx,y,2) = (;max—l—y,c;x—l—ay—i—z).
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a) Se cere matricea M, a lui T, in baza canonici din R3. Si si se determine
nucleul gi imaginea transformarii.
b) Sa se afle valorile si vectorii proprii pentru M,. Stabiliti dacid matricea este
diagonalizabila.
c) Ardtati c& M, My, = M,y si calculati M si M L.
d) S& se studieze convergenta si si se afle (dacd exista) limita sirului (S,), in care
1

1 1
Sp=1Is+ =M, + —M?+ ...+ —M"
1! 2! n!

r—a y+2 z—a+b
1 b 3

II. Se considera dreapta de ecuatii d; : si planele

(P):z4+y+2z—4=0,
(P2):x+2y+22+1=0,
(P3) :x4+T7y+7z+m=0,

unde a,b,m € R.
a) Sa se determine a,b € R stiind c& dreapta d; este inclusd in planul (P).
b) S& se giseasca proiectia punctului A = (1,—2,2) pe planul (Py).

¢) Sa se discute pozitia relativa a celor trei plane in functie de m.

LV (o) # 0.0
T ,  (x, 0,0
III. Fie f : R? = R, f(z,y) = Y x? 4y Y
0, (z,y) = (0,0).
a) Sa se studieze continuitatea si diferentiabilitatea functiei f in origine.

b) Sa se calculeze aa;gy si aa:gz in (0,0).

¢) Se considera sirul de functii f, : R = R, fa.(z) =

{ff(m,;), 0
1, z = 0.

S4 se calculeze lim f, () si sa se precizeze daci sirul f,, converge uniform pe R.
n—oo

oo
3n
IV. Fie seria de puteri § (=)t Zg?n,
n
n=1

a) S se afle multimea de convergentd a seriei gi sa se calculeze suma ei.

b) Discutati convergenta uniforma a seriei.
1

X
c¢) S& se calculeze I = / ’ In(1 4 32?)dz si sa se arate ca are loc egalitatea
0

= 1 ™
e S WY W)
(=1) n(2n +1) . +2

n=1
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2011-2012

I. Fie n > 2 numaér natural si A, B € M,,(C) doud matrice cu proprietatile
A?912 = 201l — [ i AB = BA.
Sa se arate ca matricele A £ B + [,, sunt inversabile pentru orice alegere a semnelor
+ si —.

II. Fie X = {(a1,...,an) | a; € {0,1} pentruorice: € {1,...,n} si A C X
mutimea n—uplurilor care au un numar impar de 1. Determinati numarul maxim de
elemente din A ¢ proprietatea ca orcare doua dintre ele au in comun un numéar par

de 1.

este

f(n)"
!

II1. a) Fie f : N* — N o functie bijectivd. Sa se arate ca seria Z
n!

n>1
divergenta.

b) S& se arate ci exista o functie bijectiva f : N* — Q cu proprietatea c& seria

n
E @ este convergenta.
n!

n>1
CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2011-2012
I. Fie f,g : [-1,1] — R doud functii continue si fie produsul scalar

(f,9) = f_ll f(x)g(z)dz. Gasiti polinomul de forma p(z) = a + b - 2% — x*, care
este ortogonal pe intervalul [—1,1] pe toate polinoamele de grad mai mic sau egal
decat 3.

I1. Fie aplicatia
To: Maya(R) = Maya(R), To(A) = A+ aAl, VA € Mays(R), Va € R.
a) Sa se arate ca T, este o transformare liniara.
b) Sa se scrie matricea lui T, 1n raport cu baza canonica din Mayo(R).
¢) S& se calculeze polinomul caracteristic.

d) Sa se determine valorile lui a pentru care T, este diagonalizabild si s& se
determine o baza formata din vectori proprii.

bl/x + Cl/att

III. In ce conditii integrala / <a1/$+ 5
0

converge absolut?

)dx, unde a,b,c > 0,

IV. Se considera girul de numere reale (x,,),>1 definit prin z; € (0, 1),
Xpy1 = Tp - /1 — a2, pentru orice numar natural n > 1.

a) S& se arate cd sirul (z,),>1 este convergent si s& se determine limita sa.
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oo

b) Sa se arate ca seria E Zp, este divergenta.
n=1
o)

c) S& se arate cd seria g x3 este convergenta.

n=1

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2011-2012

I. a) In spatiul liniar R? se considers M (a +c— %, a-—3, —%) si dreapta
(d) : ””T—b = £ = 224 Determinati ecuatia planului ce trece prin M si este
perpendicular pe dreapta (d).

b) Fie M(a,b,c) si planul (7) : bX +cY +aZ+ % (a®+b*+c?) — (ab+be+ca) = 0.
Definim aplicatia f : R® — R3. care duce punctul M in simetricul siu fata de planul
(). Ardtati cd f este o transformare liniara.

¢) Determinati defectul gi rangul transformarii f.

II. Fie B, = {(1 + m,2,2),(2,1+m,2),(2,2,1 + m)} un sistem de vectori din
R3. Determinati valorile lui m pentru care B, constituie bazi in R3. Determinati
coordonatele vectorului v = (2, —8,2) in baza B_;, (m = —1).

b) Fie ¢ : R3xR? — R forma biliniar a cirei matrice in perechea de baze canonice

+m 2 2
este B, = ( %m 1+2m 1_5 ) Sa se scrie forma patraticd asociata gi sa se determine
m
natura si genul pentru m = 1.

c) Sa se calculeze B3012.

III. Fie functia f : R? — R, f(x,y) = 22ye?*+3Y.

a) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

b) S& se arate ca existd r > 0 astfel ca pentru orice z,y € R satisficand relatia
(z+1)2+ (y+ ) < r? s avem z?ye® ™3V 4 5 > 0.

¢) S& se arate cd functia nu admite extreme globale.

IV. Fie (an)n>1 0 progresie aritmetica cu termeni strict pozitivi.

o . . a1 - ag - ... a2p—1 ai
a) Sa se demonstreze inegalitatea: T < , Vn>1.
ag - Q4 ... 0A2n a2n+41

< : . ap-as- ... Qp—1 1
b) S& se determine suma seriei: E . .
a2 Q4 ... G a
n—1 2 4 2n 2n+2
. a-a a
. - 1°03 ... A2p—1
¢) Studiati convergenta seriei: E .
ag - Q4 ... QA2p

n=1
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2012-2013

I. Fie A € M, (C) o matrice, A o valoare proprie a matricei A" gi v un vector
propriu corespunzitor. Sa se arate ci dacid vectorii v, AV, A%v,..., A" v sunt
liniar independenti, atunci A™ = AI,,.

IT. Sa se determine functiile continue f : R — R cu proprietatea ca pentru orice
x,y € R pentru care x — y € R\Q, avem f(z) — f(y) € R\Q.

ITI. Fie k € N*. Demonstrati ca valoarea minima a lui n € N* pentru care exista
o matrice A € M, (Q) cu proprietatea A" = T, este 2F.
n%x? — [nx)?

T+ o)1+ )

1
IV. Sa se demonstreze ca lim o / (
0

n—oo Inn

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2012-2013

I. Punctele M; i M> se migcd rectiliniu si gnifgrm pornind din A;(0, 0, 0) respectiv
B1(1,0,0) cu vitezele v1 = i+j+k si U2 = i+j—k. Sa se determine ecuatia suprafetei
generate de dreptele M Ms si sa se precizeze forma ei.

II. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional peste corpul K, fie F': V xV — K
o forma biliniara si fie subspatiile:

Vi={z eV |F(z,y) =0,y eV}
Vo={y €V |F(z,y) =0,Vz € V}.

Aratati ca dim V] = dim V5.

1 1 1 bogn
IIL. a) Sa te ca - - = dx.
a) 4 se arate cd ——— n—|—2+n—|—3 /0 2%

> 1 1 1 2
b) Sa se calculeze Z( — + —) .
o n+l n+2 n+3

IV. Si se determine functiile continue f : R — R cu proprietatea
f(z) = f(y) € R\Q pentru orice z,y € R pentru care x — y € R\Q.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2012-2013

1, 1+t =
I. a) Sa se dezvolte 3 In T + ; in serie de forma Z ant™ cu precizarea multimii
n=0

de convergenta.
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b) Folosind substitutia ¢t = ﬁ in seria precedenta, sa se obtina o serie a carei
suma este

f(;L‘):(x-‘r;)ln(l-‘ri)—L x> 0.

o0
¢) Folosind o serie majorantd convenabil aleass, si se arate ci E f(z + n)
n=0

converge pentru orice x > 0.
I1. Fie functia f: R? = R, f(z,y) = 2% + 2v/3zy — 3> + 4.

a) Sa se afle valorile extreme ale functiei f in domeniul inchis:

D={(z,y) |2* +y* < 1}.

b) S& se determine multimea punctelor din plan pentru care existd o vecindtate
in care ecuatia f(x,y) = 0 defineste o functie implicita y = y(z) si si se afle punctele
de extrem local ale acestei functii.

acosf@—bsinf asinf-+bcosb

III. Fie M = ( ), in care a, b si § sunt numere reale date.

asin 0+bcosf —a cosO-+bsin b
a) Sa se scrie M sub forma M = aA + bB si sa se calculeze A%, B2 si AB + BA.

b) S& se determine M™, n numar natural.
2n 1
c) Daci a? + b? < 1, si se calculeze lim Z(—l)’f—l S ME

n—00 k
k=1

IV. a) S& se determine ecuatia suprafetei formatd din toate acele puncte ale
spatiului care sunt egal departate de dreptele D1 : x =y =281 Ds: z—1=y = —z.

2 1 1 z

b) Se considera matricele A = (—1 4 2 > si X = <y> Sa se determine
-1 -2 -1 z

coordonatele centrului de simetrie al curbei de intersectie dintre suprafata

XA+ AYX —32 = 0siplanul z +y + 2 — 2 = 0, unde X' gi A’ reprezinta
transpusele matricelor respective.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2013-2014

I. Fie I un interval nedegenerat al axei reale, f : I — R o functie de clasa C!
pe Isig: I — R, g(z) =|f(z)]. Sa se demonstreze ca exista o multime cel mult
numarabild Ef C I, cu proprietatea ca g este derivabila pe I\E;. Sa se dea exemplu
de functie f :[0;1] — R de clasi C! pentru care mulfimea E; este infinita.

2013

I1. Cate solutii are ecuatia x =11in Zio914”

IIT. a) Ardtati cd dacd un paralelogram este inscris intr-o elipsd, atunci centrul
lui coincide cu centrul elipsei.

b) Ar&tati ca dacd un dreptunghi este inscris intr-o elipsd care nu este cerc, atunci
laturile sale sunt paralele cu axele de simetrie ale elipsei.



48 Enunturi - anul 1

c¢) Aflati aria minim& a elipselor circumscrise unui dreptunghi dat.

IV. Fie m,n numere naturale si A € M,,(C) o matrice cu proprietatea A™ = I,,.
Sa se arate ca:

rang (A —eol,,) + rang (A —e1l,) + ...+ rang (A —e—11,) = n(m — 1),

unde {eg,€1,...,em-1} ={2€C| 2™ =1}.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2013-2014

I. Fiea >0si f: R? - R,

flz,y) =e "V +ay/a? +y2, V(z,y) € R

Aratati ca f are un unic punct de extrem local; demonstrati ca acesta este punct de
minim global pentru f. (Folositi eventual inegalitatea e’ >t + 1, Vt € R.)

II. i) S& se determine a,b € R astfel incat pentru orice n € N* si aiba loc relatia
T
9 1
/ (ax + bx®) cosnrdr = —;
0 n

ii) Sa se arate ca

IIT. Se considera spatiul vectorial real V' = C'[0, 27] si endomorfismul

27
T:V >V, T(f)(a:):/0 dsin®(z +y) f(y)dy, feV,zel0,27].

a) Dati exemplu de 2014 functii liniar independente din Ker 7.
b) Determinati valorile proprii nenule si vectorii proprii corespunzétori pentru 7T
IV. Fie a,b,n numere naturale astfel ca 0 < a <b<nsgi0<a+b—n. Sa se

arate ca pentru orice numar natural ¢ cu proprietatea a +b —n < ¢ < a exista doua
matrice A, B € M, (C), astfel ca rang A = a, rang B =0b gi rang (A- B) =c.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2013-2014

.2
L Fie f:R2 5 R, f(z,y) =4 S0(@0) % (,9) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0).

a) Sa se studieze existenta derivatelor partiale de ordinul intai.
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b) Sa se studieze diferentiabilitatea in (0, 0).
c) Sa se verifice daca f”,,(0,0) = f”,2(0,0).

d) Sa se studieze natura seriei numerice Z f(n=%,n=?) pentru a, § € R.
n>1

II. Sa se calculeze

)

COST

I(a) = /T2r arctg(a cos ) d
0
unde a € R.
III.Fie f : D —» R, f(x,y) = (x+y)e*r2*y2, unde D = {(z,y) € R? | 22 +y2 < 2}.
a) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.
b) Sa se determine imaginea functiei f.
IV. Fie planul 7 : 224+ y — 2z + 5 = 0 si punctele A(2,—5,0) si B(0,1,2).

a) Sa se determine pozitia relativa a sferelor centrate in A, respectiv B, tangente
la planul 7.

b) Sa se determine punctul M € 7 pentru care dist(M, A)+dist(M, B) este
minima.

V. Fie d, l_;, ¢ € V3 trei vectori liberi necoplanari si
astfel incat ||d]| = 2, ||0]| = 1, ||F]| = 3, m(¥, W) =

Il
Qy
+
S
<y
Il
wly SV
T+
oD
g
Il
o
+
\.gl

a) Sa se afle volumul paralelipipedului construit pe suporturile cu origine comuna
ale vectorilor @, b si ¢.

-,

b) Se considerd T : V3 — V5 un endomorfism astfel incit T'(d) = ¥, T(b) = &
T(&) = @. Si se calculeze T20M(7 + 7 + k).

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2014-2015

I. Fien € N, n > 2. Aratati ca orice element din Z,, se poate scrie ca produs intre
un element idempotent si unul inversabil daca si numai daca n este liber de patrate.

II. a) Fie p > 3 un numar prim si A € M,(C) o matrice cu proprietatea ci
tr(A) =0 gi det(A — I,) # 0. Sa se arate ca AP # I,,.
b) S& se arate cd pentru orice numér natural compus n > 4 exista matrice A € M,,(C)
cu proprietatile tr(A) =0, det(A —I,,) #0si A™ =1,,.

III. Sa se demonstreze ci cea mai mica constanta pozitiva C' cu proprietatea ca
orice functie continud f : [0,00) — (0, 00) satisface inegalitatea

/fo i< 1w

penru orice a > 0, este C = 2.
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IV. Fie m,n € N* gi K un corp comutativ. Sa se arate ca:
a) Existd un morfism nenul f : ,,(K) — M, (K) daci si numai dacd m < n.
b) Existd un morfism unitar f : ,,,(K) — M, (K) daca si numai dacid m |n.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2014-2015

I. Fie P, multimea polinoamelor de grad cel mult 2 cu coeficienti reali si functia
J : P, = R definita prin

1
J(f) = / [f (@) 2d.

Dacad Q = {f € P> | f(1) = 1}, arétati cd J are minim pe Q si gésiti f € P, pentru
care acest minim este atins.

I1. Fie A € M3(R) o matrice cu proprietatea A3 = A + I.
a) Aratati cd matricea A este inversabild si sd se determine valorile ei proprii reale cu
o zecimala exacta.
b) S& se arate cd det A si det(A — I3) au acelagi semn.
c) Sa se arate ca aplicatia f : M3(R) — R, f(X) = det(AX A1, este diferentiabild
si sa se detrmine punctele ei critice.

III. Fie n > 0 un numar intreg si Ts,, polinomul lui Taylor asociat functiei cosinus
in 0, adica

n+l - 22k—2
Tole) = 2V
k=1 ’
si fie
* Top(x) — cosz
In = A —Z‘2n+2 dx.
o o 1
a) S se arate c8 I, = ——————1I,_ 1, n > 1.

(2n+1)(2n) "

o s
b) Sa se calculeze I,,, stiind c& / ST e =T
0

x 2°

IV. a) Fie p > 3 un numar prim si A € M,,(C) o matrice cu proprietatea tr(A) = 0
si det(A — I,) # 0. Sa se arate ca AP # I,.
b) Sa se arate cd pentru orice numar natural neprim n > 4 existd matrice A € M,,(C)
cu proprietatile tr(A) =0, det(A —I,,) # 0 si A™ =1,,.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2014-2015

2 2 139
I. Fi = | — | si 1 ——dx. iliti asS-I=1.
ie S Z n (a + T 3)> si —|—/O T dzx. Stabiliti daca S

n=1
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I1. Se considers functia f : R? x (0,00) — R definita de f(z,y,2) = Y=z,
a) S& se arate ci ecuatia f(z,y,z) —z+1 = 0 definegte o functie implicita z = z(x, y)
in vecinatatea punctului (1,2,2).
b) Pentru functia z = z(x,y) definita la punctul a), sa se scrie polinomul Taylor de
gradul 2 in jurul punctului (1,2).
c¢) Aflati punctele de extrem local pentru functia g definita de

—zy? -3z
g(xuy):f(xv:%g)?) vis .

III1. Fie vectorii v; = (1,1,1), vy = (1,-2,1), v3 = (1,0,—1) si w = (6,0,0) din
R3.
a) Sa se arate ci B = {vy, va, v3} este o baza ortogonald in R? fatd de produsul scalar
obignuit gi sa se gaseasca componentele vectorului w relativ la baza B.
b) Fie T : R? — R3 transformarea liniara astfel incat T'(v1) = 2v; + vo + vz, T(v2) =
—v1 4 2v9 — vz, T(v3) = v1 — vy + 2v3. S& se giseascd matricele transformarii liniare
T relativ la baza B i la baza canonica.
¢) Sa se determine valorile proprii i subspatiile proprii corespunzatoare transformarii
T si s& se calculeze 72015,
d) Fie forma patratica @ = (2/)? — (/)% + 2(2')?, data in baza B. Scrieti expresia
formei patratice () in baza canonica a spatiului R3.

IV. Se considera familia de plane
aa: A2 =220+ Dz 4+ A2 +220+2)y+ (A2 +220+4) 2 - X2 +20-1=0, AR

a) S& se arate ca existd un punct fix care este continut in toate planele familiei 7.
b) Sa se determine coordonatele simetricului originii O fata de planul 7.
c¢) Exista sfere din familia

Sy: a4y +22 -2 —6y+42—-1=0, AeR

tangente la planul o7

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2015-2016

I. Gisiti numerele intregi o cu proprietatea ca 22016 + 22015 + 4 241 se divide
prin 2017.

h

II. Calculati }Ll{%; To 2

II1. Consideram subcorpul k = {a + bi + ¢j + dk | a,b,c,d € Q} al corpului
cuaternionilor. Aratati ca:
a) Oridinul oricirui subgrup finit al lui (K'\{0}, - ) este de forma 2%-3% cu «, 8 € N.
b) Orice subgrup comutativ finit al lui (K\{0}, - ) are ordin 1,2, 3,4 sau 6.

IV. Consideram sirul de discuri (D, )pen+, discul D,, avand razi % Determinati
latura minima a unui patrat in care pot fi amplasate fara suprapuneri toate discurile
Dna n € N*.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2015-2016

. o +00 sing o . . .
I. a) Stiind ca fo > =L dr = 7, sd se calculeze integrala improprie

+00 (qin T)2
I, = / Lm;) dz.
0

x
b) S& se determine suma seriei i 1 unde f(n) = N
n=1 o - arctg % .

II. Fie A € M, (R) o matrice cu valorile proprii reale si distincte A1, Aa, ... Ay,
cu—1< )\ <1,i=1,...,n. Presupunem ca suma elementelor de pe fiecare coloana
este 1, iar sumele elementelor de pe linii sunt egale.

a) Sa se arate cd 1 este valoare proprie a matricei A, iar vectorul (1,1,...,1) este un
vector propriu corespunzator valorii proprii 1.
b) S& se calculeze leIEO(Ak (z1,2,...,2,)7).

III. Consideram sirul (z,)n>1, cu 0 < z1 < 1, dat de recurenta z,, 41 = (1 —x,,),
pentru orice n > 1.
a) Sa se arate cd (n + 1)z, < 1, pentru orice n > 2.
o0

b) S se studieze convergenta seriei E zy, unde « este un parametru real.

n=1

IV. Sa se arate cd pentru o matrice A € M, (C) urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
a) A? = A.
b) rang A + rang (I, — A) = n.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2015-2016

I. a) Sd se determine multimea de convergenta a seriei de puteri S(z) = z;) (271127;12271
b) S& se dezvolte in serie Taylor in jurul originii functia F' : (—2,2) —>nﬂi, flz) =
In %
c¢) Sa se calculeze suma seriei i ;
2 (2n+1)- 22

2015 , 2015
_ 2016

IL. Fie functia f : R2\{(0,0)} —» R, f(2,y) = Zrome+os - €

a) Sa se calculeze lim T,y).
) (w,y)—>(070)f( )

f(x,y), (2,y) #(0,0)

b) Si se studieze diferentiabilitatea functiei g : R? — R, g(x,y) = {
0, (z,y) = (0,0).
fz,y)

¢) S& se calculeze im .
(z,9)—(0,0) T+ Y




Faza nationala profil teoretic 2016-2017 53

III. Se dau sfera S : 22 +y? + 22 = 1 si planul (7) : 22+ 2y +2—9=0.
a) Stabiliti pozitia sferei fatd de planul (7).
b) S& se scrie ecuatia simetricei sferei S fata de planul (7).
2?2 +y? =4
c¢) Aflati sferele care contin cercul T : { 0 si sunt tangente sferei S.
Z =

IV. Fie M3(R) spatiul vectorial al matricelor reale cu 2 linii gi 2 coloane si fie
B={E:il=(50),E12=(0¢), B2l =(§), E22=(39)}

baza canonicd asociatd. Fie T : V — V transformarea liniard definita prin T(A) =
2A + 3A%, unde A! inseamni matricea transpusa.
a) Sa se arate ca matricea mp(T") a transformarii T In baza canonicd B este:

)

B ={F=(§)F=08),F=099),F.=(3}.

Qoo ULt
QWO
oNWo
aoOoo

mp(T) = (

b) S se scrie matricea transformarii 7' in baza

¢) S& se determine nucleul gi imaginea transformarii 7' si s& se verifice teorema di-
mensiunii pentru aplicatii liniare (teorema rang-defect).

d) S& se determine valorile i vectorii proprii (in baza B) pentru transformarea T'. e)
S& se calculeze 72016 (( 1, 3)).

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2016-2017

I. Fie n € N*. Decideti daca limita
. L1T2 Ty
lim 5

(1,82, ,7n)—(0,0,..0) T3 + 22 + ... 22

exista. In caz afirmativ, determinati-o.

II. Fie G si H doud subgrupuri ale grupului aditiv Q/Z. Aratati cd G si H sunt
izomorfe daca si numai daca ele sunt egale.

ITI. Fie numerele reale a,b,c,d cu proprietatea ca a,b,c nu sunt toate nule.
Determinati distanta de la planul de ecuatie ax + by + cz + d = 0 la paraboloidul de
ecuatie z = 22 + 3%

IV. Consideram un corp finit K de caracteristica diferita de 2 gi astfel incat
|K| > 5. Aratati cd orice element al lui K se poate scrie ca suma de trei patrate
nenule din K.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2016-2017

I. Consideram matricea A = I, — 2X X7 unde X = (z1,...,2,)T € R", pentru
care 11 +ro+ ...+ 1, ZO0sia? + 23+ ... +22 =1
a) S se arate cd matricea A este ortogonali.
b) Aflati valorile proprii ale matricei A gi determinati o bazd in raport cu care matricea
A are forma canonica Jordan.
c¢) Determinati X, stiind c& (1,1,...,1)T este un vector propriu pentru A.

II. Se considera sirul de numere reale (2, ),>1, definit prin

1<i<j<n
Sa se studieze natura seriei
[ee]
>
)
1-0(
n=1""
unde « este un parametru real.

III. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune finita, si 7,5 : V — V doua
aplicatii liniare, cu proprietatile T oS =T gi SoT = S.
a) S& se arate cd rang T = rang S.
b) Sa se arate ca dacd aplicatiile T i S au aceeasi imagine, atunci S =T

IV. Fie ¢ > 14 f : [0,¢] = R o functie continud, crescitoare, cu f(0) = 0 si
f(1) = 1. S& se calculeze

1
lim —
t\O t

/0 F(@) (f( +1) — f(2))d.

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2016-2017

I. Fie functia f : R2 — R, f(z,y) = (1 + €Y) cosx — yeY.
a) Sa se calculeze extremele locale ale functiei f.
b) S& se demonstreze ca ecuatia f(x,y) + 2 = 0 definegte o functie y = y(x) in
vecindtatea punctului A(m,0). Calculati y” ().

0
c) Sa se studieze convergenta seriei y | % -z x e R
1
I1. Fie functia f : D C R? = R, f(z,y) = ——————, unde D este domeniul
(x —a)(b—y)

maxim de definitie si a,b € R, a < b.
a) Sa se arate ca integrala I(a,b) = f: v/ f(z,x)dx este convergenta.
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b) S& se calculeze integrala I(a,b).

92017 f <a+b a+b>

¢) S& se calculeze 51008 71009 5 g

III. Consideram operatorii liniari T, : R® — R3, m € R, pentru care T, (e1) =
—meg + mes, Trn(er + e2) = e; —mea + (m + 1)es, Trn(er +ea +e3) = (1 +m)ep +
(1 —m)ea + (14 m)es, unde {e1, e2, e3} este baza canonica din R3.

a) Aflati matricea A, a operatorului 7, in baza canonica.

b) Aflati m € R pentru care Ty, este izomorfism.

¢) Aflati m € R pentru care T, este diagonalizabil.

d) Pentru m = %, aflati o baza In raport cu care T;,, are forma diagonala si aflati apoi

lim (AF - ep).
k—o0

IV. Se considera fasciculul de plane 7o g : (a+8)z+(a+p)y+(a—25)z—a+28 =
0.
a) S& se demonstreze ca planele contin o dreaptd comuna si si se determine ecuatiile
acestei drepte.
b) Sa se determine ecuatiile planelor bisectoare ale planelor m ¢ si 79, —1.
¢) Sa se determine locul geometric al centrelor sferelor de raza 1 tangente la dreapta
comuna, situate in planul P: z —y = 0.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2017-2018

I. Intro elipsa Ej se inscrie dreptunghiul Dy de arie maxima. In dreptunghiul
D, se inscrie elipsa Fo care are semiaxele paralele cu laturile lui Dy g.a.m.d. Se obtin
astfel sirurile (E,) si (Dy). Aratati ca

Z aria(E,) = 2 aria(E;) sl Z aria(D,,) = 2 aria(D).
n=1 n=1

I1. Consideram dreapta de ecuatii d : x + a = y + a = z — 2a si sfera de ecuatie
S? : 22 +y%+2% = 1. Determinati valorile parametrului real a pentru care exista plane
tangente la S? si care contin d. Pentru aceste valori ale lui a determinati ecuatiile
respectivelor plane.

IITI. Ardtati ca o matrice A € M,,(R) este simetrica daca si numai daca existd o
baza ortonormata {ug,...,u,} in R™ gi numerele reale A1, ..., \, astfel incat

A= uul + ..+ )\nunu%.

In cazul in care \; # A;j pentru orice 7 # j, precizati cate astfel de baze exista.

IV. a) Fie f : R — R o functie indefinit derivabila astfel incat existd un numar
intreg p > 1 pentru care f®+t1) = f’. S& se calculeze

lim (M> " , unde z € R\ {0}.

n—oo T
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b) S& se calculeze

n—00 T

et —1 (n)
lim n< ) , unde z € R\ {0}.

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2017-2018

I. a) Daca n este impar, n > 3, determinati toate matricele simetrice
A € M, (R) care verifici Tr(A" ') = det(A) < n".
b) Dacd n este impar, n > 3, si matricea simetrica A € M, (R) verifica relatia
Tr(A" 1) = det(A) = n", aritati ca A2 = n?I,.
c) Dacd n este par, n > 4, aritati ci existd o matrice simetricdi A € M, (R) care
verificid Tr(A" ') = det(A) = n" si A% # n?I,.

II. Fie f : [1,00) — (0,00), continud, astfel incat /f(x) dz este convergenta.
1

a) Sa se arate cii, pentru orice n € N*, existd un unic a, € [1,00) astfel incat
an e’}
/ 2" f(x)de = / f(x)dx.
1 1

&)
b) Sa se calculeze lim a,, si sd se studieze natura seriei Y (a, — 1).
n— oo
n=1

III. Fie A € M, (C) o matrice patratica. Sa se arate ca:
a) rang A" = rang A"t1;
b) existd matrice B € M,,(C) cu proprietatea rang B"~! # rang B";
c) toate matricele B € M,,(C), pentru care rang B"~! # rang B", sunt asemenea

intre ele (similare).

IV. Fie f : R — R o functie indefinit derivabila astfel incat exista p € N* pentru
care f(Pt1) = f’. S§ se calculeze urmitoarele limite de siruri:

a) lim <f($)_f(0))(n), x € R*.

n—oo €T
. (np)
b) lim n (f(x) f(0)> , xeR*.
n—o00 x
¢) lim n(e 1) , zeR"
n—o00 T

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
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Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2017-2018

I2y2018 + arctg ((E4 + y2018)
I. Fie functia f : R? - R, f(z,y) = { 21§ 2018 o (z,y) #(0,0)
1, (z,y) = (0,0).

a) Aritati cd f este continua pe R2.

b) Studiati existenta derivatelor partiale in (0, 0).

o0
¢) Studiati natura seriei Z n® - f(n,0), pentru o € R.

n=1

II. Fie Ry[X] = {aX? +bX + ¢ | a,b,c € R} spatiul euclidian cu produsul scalar

(f.9) = / @) -gla)dn, Vi.g € RalX].

a) Calculati (p1,p2), unde p; = X + 2018 si po = ﬁXQ.
b) Aflati o baza i dimensiunea spatiului vectorial W = {p € Ry[X] | p L ¢}, unde
q= X2
¢) Folosind procedeul de ortogonalizare Gramm-Schmidt, s se ortonormeze baza
aflatd la punctul b).

III. Fie functia f : R? = R, f(z,y) = 22 + 8y + 2u.
a) Aflati extremele locale ale functiei f.

)
b) Aflati punctele de extrem ale functiei f cu legatura %2 +42 =1
c) Aflati maximul si minimul functiei f pe domeniul compact D = {(z,y) € R? | % +
y> <1}

IV. Fie sfera (S): 2% + y? + 22 — 22 — 4y — 22 — 3 = 0 si familia de plane
() :z+2y+2z+A=0,A€R.
a) Aflati A € R astfel incat planul (II,) sa fie tangent sferei (.5).
b) Determinati coordonatele centrului gi raza cercului (T') de intersectie dintre sfera
(S) si planul (IIp).

c¢) Aflati ecuatia sferei ce contine cercul (I") si trece prin punctul M (1,2, —4).

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2018-2019

z—y=0
I. Se considerd punctele A(0,0,1), B(6,0,0) si dreapta d : . Sa se
z=0
gaseasca coordonatele punctului M € d pentru care suma distantelor la punctele A
si B este minima.



58 Enunturi - anul 1

II. Doud matrice A, B € Ms(R), unde R este inel comutativ gi unitar, se numesc
aritmetic echivalente daca existd U, V € My (R) inversabile astfel incat B = UAV. Sa
se arate c& matricele (§ ¥ ) si (3 ) din M3 (C[X, Y, Z]) nu sunt aritmetic echivalente.

ITI. Fie n > 2 un numar natural. Se considera functia f : R” — R,

E Tily

ISISISn () € RM(0,. .00}
f@r,.. 2n) = 3
=1
a, (x1,...,2n) = (0,...,0).

Sa se determine valorile a € R pentru care graficul functiei f este conex.

IV. a) Fie n € N*. Sa se calculeze

n

"n(l—2)+z4+ 2 4... 42
In:/ ( ) 2 n_ .
0 xn+1

b) Fie a € R gi b > 0. S& se arate ci integrala

e x
b) = 2 1 d
J(a,b) /0 { +(1’+a)nx+b x

este convergenta daca si numai daca a = 1 gi b = 2 gi in acest caz sa se calculeze
J(1,2).

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2018-2019

I. S& se arate ci, oricare ar fi @ € C, a # 0 si oricare ar fi matricea A € M, (C),
n>2

)

rang (aA — A?) = rang A + rang (al, — A) — n.
Este valabila afirmatia pentru a = 07 Justificati.

IL. Fie (apn)n>3 un sir descrescator de numere pozitive. S se arate ci seriile

a a a
n . n n+1
Z § Z
2
= n(lnn) ~I(n—1) In(n+1)
sunt convergente.

III. Fie functia f : [a, +00) — (0, +00) continud si monotona astfel incat fa+°o f(z)dx
este convergenta. Graficul lui f, impreuna cu dreptele y = 0 §i x = a, margineste un
domeniu de arie A > 0.
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Aratati cd, pentru orice n € N*| existd punctele 1,2, ..., 2, € [a,+00) astfel Incat
dreptele de abscise xy, kK = 1,n, paralele cu Oy, impart domeniul de mai sus in n
parti de arie egala.

b) Fie sirul (a,)n>1 dat prin

1 n
ap = EZf(xk), VYn > 1.
k=1

Aratati cd V', volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei f in jurul axei

Oz, este finit si ca
v

lim a, = —.
nooo TA

IV. Fie matricele A, B € M,,(C) astfel ca A% + B?> = 2AB.
a) Sa se arate c& (AB)" = O,,.
b) Sa se arate ca A si B au aceleasi valori proprii.

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2018-2019

. 1
(.’172018 + y2020) Sin W’ (I‘,y) 7é (0,0),

0, (z,y) = (0,0).

a) Aratati ca functia f este continud in (0,0).

I. Fie functia f : R? = R, f(z,y) =

b) Studiati diferentiabilitatea functiei f in (0,0).
¢) Discutati natura seriei
anfo‘f(n,O), unde a € R.
n>1
IL. Fie F:R® - R, F(z,y,2) = 23 + 2+ 20(z? + y?) — 8(zy + = + ).

a) Determinati extremele locale ale functiei z = z(x,y) definite implicit de ecuatia
F(z,y,z) =0.

b) Calculati integrala
3
/ F(sin?"1%¢, — sin?°19 ¢, 0)dt.
0

I1I. Fie aplicatia liniara 7' : R? — R?, T'(z,y) = (20182 +2019y, —2017x +2018y).

a) Aratati ci matricea aplicatiei liniare T in baza B = {f; = (1,1), fo = (0,1)} a

spatiului vectorial R? este A = (§ 29}%)
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b) Aratati cd matricea A este diagonalizabild gi determinati baza in care matricea lui
T are forma diagonald. Calculati 42019

c) Dacd X € M5(R), X # Oy are proprietatitile X2°19 = X gi det(X) = 0, ce valori
poate lua Tr (X), unde Tr (X) este suma elementelor de pe diagonala principald a
matricei X. Determinati valorile proprii ale lui X in acest caz.

IV. Fie familia de plane:
Py: 4-=3Nz+ 2 —1y+52-5=0, AeR.
a) Aratati cd toate planele Py trec printr-o dreaptd fixa d; si determinati ecuatiile
parametrice ale acesteia.

b) Scrieti ecuatia planului @ perpendicular pe planele Py, VA € R, care contine
dreapta ds : == —y = —=z.

¢) Determinati ecuatia suprafetei descrise de punctele egal depértate de dreptele dy
§l d2.

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2001-2002

I. a) Sa se determine functia olomorfa f daca:
Im f=e€"sin(y); f(0)=1.

b) Se da: Re f = ¢(2% +y?); » € C?; se cere functia olomorfa f.

II. a) Sa se dezvolte in serie Laurent functia: f(z) = z 7 pentru:

22
D0<|z—1] <2;ii) |z — 1] > 2;iil) |2] < 2.

b) Sa se calculeze integralele:

I = TR N S
e 2 1% >~ ), 5+4sinx *

|z|=R>0

T=z+ 5y

G=b5z4y Se cere:

III1. a) Se da sistemul: {

i) solutia generald si stabilitatea solutiei banale;
ii) solutia particulara, daca x(0) = 1; y(0) = —1.
b) Fie polinomul P()\) = A3 4+ 6\2 + 12X + 8. Si se verifice daca este stabil.

IV. Sa se rezolve, folosind transformarea!Laplace
a)y’ — 2y +y=sin(t) +4e " +2¢'5 y(0) =0; y'(0)=2.
b){x::—?)x—y ) {x(O)zl

y=z-y y(0) = 1.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2002-2003

I. a) S& se determine functia olomorfd f, dacd Re (f(z)) = e® cosy, f(0) = 1.
b) Sa se determine functia olomorfa f, daca Im f = ¢ (%) , p € C2

1/z
II. a) Sa se dezvolte in serie Laurent functia f(z) = 167,0 < |z] < 14isdse
—z
calculeze

/ f(z)dz, R>0,R # 1.
|z|=R
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o] 2

71d33, folosind teorema reziduurilor.

b) Sa se calculeze integrala I = / 5
x

-~
III. Sa se rezolve cu ajutorul transformarii Laplace ecuatiile:
a) y" — 2y +y=etcos2t,y(0) = 1,9'(0) = 1.
b) z(t) + ' (t) — 2 f; x(s)sin(t — s)ds = cost + sht, z(0) = 1.
IV. a) S4 se dezvolte in serie Fourier functia f : R — R, f(z) = f(z + 2m),
Ve eR, f(z) =e",z €[-mm),a €R.
b) Aceeagi problema pentru f: (-7, 7) = R,

1—acosx

f(x)

la| < 1.

T 1_2acosz + a2’

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2003-2004

I. Sa se determine functia olomorfa f daca

u(z,y) = Re (f(2) = ———

1)=1.
x2+y27 ()

II. Sa se determine solutiile ecuatiei cos z = 5.

sin z

ITI. Sa se calculeze integrala: I = m dz.
422 4+9y2=36
1
IV. Sa se dezvolte functia f(2) = ————— in serie, in domeniile:
2¢4+2z—06

a) |z] <2;b) 2 < |z <3;¢0)|z] >3;d)|z—2| < 1.

V. Sa se calculeze integrala, folosind teorema reziduurilor:

(e ]
dz
J/(:v2+a2)2(x2+b2)’ a>b>0.

VI. Sa se calculeze integralele, folosind teorema reziduurilor (discutie dupa a):

27 27 .

coS nx sin nx

ap = de, b,= [ —————dx, n€N,a € R,|a| #1.

" /1—2acosx—|—a2 " /1—2acosx—|—a2 lal #
0 0

VII. Sa se rezolve sistemul:
{izw—y—i—ZSint {x(O):

y=2r-—y
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p+1

m, a€eR (discut;ie

VIII. Sa se determine functia original dacd F(p) =
dupa «).

Nota. Timp de lucru 3 ore. Sunt obligatorii 6 subiecte la alegere.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2004-2005

v . . . . 2z
I. Sa se calculeze, folosind teorema reziduurilor, integrala I = / 22e=+1dz, unde

r

F:{ZE(C ’

1 3
z—=|=R};, R#-, R>0
o=} ne g
este un drum parcurs in sens trigonometric o singura data.
II. S& se determine dezvoltarea in serie Fourier a functiei periodice, definita prin

0, —rT<z<0
-

x/2, 0<z<m.

o0
1
Folosind aceasta dezvoltare, determinati suma seriei Z S S—
—(2n+1)

III. Folosind transformarea Laplace sa se rezolve ecuatia
2" (t) — 22" (t) — 2’ (t) + 2z(t) = Hsin 2¢,
cu conditiile initiale z (0+) =1, 2’ (0+) =1, "’ (0+) = —1.
IV. Si se determine solutia in L' N L? a ecuatiei integrale Fourier

1
1+¢2

/000 f(z) cos (tx) dx =

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul 11, profil mecanic, 2004-2005

I. Sa se determine functia olomorfa f, stiind ca:

z? z? 5
) Re(f(2) = 55— (1) = 1) Re(f() = o ( 55 ) w €7
II. a) Sa se rezolve sistemul prin diferite metode:

Yy +2r—-y=0 1

22" +y" = 2t — cos(2t) 2’
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b) Sa se rezolve ecuatia integrala:
t

o(t) — /et*“(t — u)p(u)du = cost.
0

ITI. Sa se calculeze integralele:

27
9 1 sin(2nx)
2 lez=Tdz; b —d =1,2,3,....
a) / (z2+2z+41)e 2; )/5+3sina: T, n ,2,3,
|z|=2 0

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2005-2006

dz
I. a) Sa se calculeze folosind reziduuri / T3 unde +y este frontiera domeniului:
z

gl

D={zeC|lz|<R,0<argz <}

dz

(o)
b) Calcula§1/0 118

I1. Determinati functia g din relatia:

gsinﬁ, 0<t<2rm
o0
/ g(u) sinutdu = T t=27
0
0, t > 2m.

ITI. Sa se rezolve ecuatia diferentiala folosind transformarea Laplace

" — 22 +x =€ 2(0) =0,2'(0) = 1.

Nota. Timp de lucru 2h 30 min.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2005-2006

I. Sa se determine functia olomorfa f, stiind ca:

a) Im (f(2)) = arctg (%) F(1) = 0.

b) Re (1) = (L) pe 2




II. Folosind teorema reziduurilor, calculati urmatoarele integrale:

1
a) Ilz/ zQ'Sin<)dz,r>O.
|z|=r z

+o0 1

IIT. a) Folosind transformarea Laplace, sa se rezolve ecuatia

b) S& se calculeze transformata Fourier a functiei: f(z) = e /2 z e R.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2006-2007

I. Sa se rezolve ecuatiile:

a) ay” —(z+2)y +y=0.
b) 2%y —xy +y=1Inxz, z > 0.

' =2x+ 22
II. S& se rezolve sistemul ¢ ¢’ =2z — 22
2 =2z —2y.

III. Fie ¢ : R — R de clasid C?, v: R? = R, v(z,y) = o(z? — y?).
a) Sa se determine ¢, astfel incat v s& fie armonica.

b) Determinati functia f olomorfa, pentru care Im (f) = v(z,y).

¢) Calculati / Mdz

2
lo}=1 %

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2006-2007

I. S& se determine functiile olomorfe f = f(z) stiind ca:

a) Re f(z) = e*(xcosy —ysiny); f(0)=0.

b) Re f(z) = ¢ (g) . ¢ C2(R* xR).

II. a) Sa se dezvolte functia f(z) = ﬁ in serie, in domeniile:
) |z| <2, i)2<|z|<3; iii)|z]>3; iv)]z—2]>1.

b) Sa se rezolve in C ecuatia sin z = 2.

ITI. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integralele:

65
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a) 11=/ PemT1dz; R>0, R# 1.
|z|I=R
b) I —/ﬂd—xneﬂa\{qm}
>~ ), 1=2acosz +a?’ U

IV. Sa se rezolve sistemul:
' — 4o —y = —36t z(0)=0
y +2x —y = —2¢t y(0) = 1.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva, la alegere, 3 subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profilele electric i mecanic, 2007-2008

I. Sa se rezolve problema Cauchy:

2

y" =3y +2y = %", y(0)=0,y'(0) =0,y"(0) = 5

II. S& se rezolve problema Cauchy:

4 -2 2 1
Y =AY, A= -5 7 =5 |,v0)=]0
-6 6 -4 -1

IIT. Determinati functia olomorfa f = f(z), stiind ca:

Im (f(z)) =In(z® +y?) + 2 -2y, f(1+i)=—i—3+2ilnV2.
IV. Folosind teorema reziduurilor, calculati integrala:
2m
d
o 4—sin“x

V. Calculati integrala, folosind teorema reziduurilor:

J= / 22"/ Va2, R>0,R +# 1.
|z|=R

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva, la alegere, 4 subiecte din cele 5.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2008-2009

-2 1 1
I. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale Y = AY, A= 1 -2 1 |,
1 1 =2
0
cu conditia Y'(0) = | —1
1

II. Fie p,q,r : (a,b) C R = R; ¢(z,0) > 0; r(z,0) > 0, Vz € (a,b). Aratati ca
nicio solutie a ecuatiei r(z,y") -y +p(z,y’) -y = ¢(x,y’) - y, nu poate avea un maxim
interior pozitiv sau un minim interior negativ.

III. Sa se calculeze / 222/ G0z unde I': 22 4 2 + 22 = 0.
r

y . : y y z? + y?
IV. a) Si se determine functia f olomorfa, dacd Re(f) = ¢ ,

x
¢ € C%(D), unde D este domeniul maxim de definitie.

b) Calculati / f2(2) -sinz dz, unde R > 0 si f este functia olomorfa de la
|z|=R
punctul a).

2m
d
V. Calculati, folosind teorema reziduurilor, I = / 73:2
o (3+cosz)

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2008-2009

I. a) Si se determine F € C?*(R), astfel incat F(t(z,y)), t € C?*(R* x R),
2, .2
t(z,y) =

iy sa fie functie armonica.
b) S& se determine functia olomorfa f = f(z) = u(z,y) + iv(z,y), stiind ca

u(z,y) = F(t(z,y), FeC*R), teC*(R"xR), t(,y)=" Zy .

II. a) Sa se determine reziduul functiei f(z) = (z — 1)3eﬁ inz=1.
b) Folosind formulele Euler, sa se determine solutiile ecuatiei sin z = i.
III. Calculati integrala I,, folosind teorema reziduurilor:

; _/271' (1*@2).61'7195 . - ||7é1 (d A )
" Jo 1-=2acosz+a? T, @ y @ iscutie dupa a).
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/ — z(0) =1
IV. Sa se rezolve problema Cauchy: { 5:; _ i , {

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2009-2010

I. Gasiti solutia problemei Cauchy:

" +y" =2y =In(e® +1), y(0)=1,4(0)=0,y"(0) = —1.

IT. Construiti functia olomorfa f care verifica:

Ro (7(:)) = o (2

), ¢ € C*(R* x R).

ITI. Folosind formulele Euler, calculati:

a) solutia ecuatiei tg (z) = 2 - i;

b) / T_estr
o 9—3-sinz

IV. Sa se calculeze:

Z?e* d
a) lz‘zrm x,r>0,n€N.

* - sine
b —d > 0 (discutie dupa a).
) /0 g2 a2 (discutie dupa a)

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul 11, profil mecanic, 2009-2010

I. a) S& se determine F' € C?(R) astfel incit

F(t(z,y)), t€ C*RxR), t(z,y) =22 +y>—=

sa fie functie armonica.

b) Sa se determine functia olomorfa f = f(z) = u(x,y) + iv(z,y), stiind ca

u(z,y) = F((t(x,y)), F€C*RxR), tlx,y) = /22 +y2— .

II. a) S& se determine reziduul functiei f(z) = 23¢=72 in z = 2.
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1% . .. o . _ 5
b) Sa se determine solutiile ecuatiei tg z = 3.
III. Sa se calculeze integrala I, folosind teorema reziduurilor:

tg z

I:/ ———dz.
0,2502+0.16y2=0.04 22(22 +1)

IV. Calculati integrala J, folosind teorema reziduurilor (discutie dupa a):

T CcosST —a
J = dr,a € R,|a] < 1.
/_ﬂ172acosx+a2 na o

V. Sa se rezolve problema Cauchy:

{ 2"(t) —y(t)
y"(t) — x(t)

t
1.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2010-2011

afle solutia generald a sistemului diferential 3’ = Ay. Se da matricea

II. a) Sa se afle solutia generald a ecuatiei diferentiale
(2 + 1)y —2zy/ + 2y =2 +1, x>0,

unde y = x este o solutie a ecuatiei omogene.
b) Determinati A € R astfel incat ecuatia diferentiald x2y” + xy’ + Ay = 0 admite
o solutie nenuld pe (0, 00), ce indeplinegte conditiile y(1) = 0, y(e) = 0.
2362/(2_1)
III. Sa se calculeze integrala I = / —— 5 dz.
I':|z|2—2Re 2=0 (z—1)
cos x cos(nx)

18 — 120082 dz, n € N, (discutie dupa n).

27
IV. Calculati /
0

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2010-2011

I. S& se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(z,y), stiind ca

u(z,y) +v(z,y) = F(t(z,y)), Fe€C*(R), teC*R*xR), t(z,y)==.

SRS
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II. a) Si se determine reziduul functiei f(z) = 2%e/(*=3) in 2 = 3.

b) Sa se determine solutiile ecuatiei sin z = 2i.
ITI. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala:

sin z
j / sz
922425y2=205 22 (22 + 4)

IV. Folosind teorema reziduurilor, calculati integrala:

2m

COS T

In:/ ——Fdz, a>0,b>0, neN.
o b—iacosx

V. Sa se rezolve problema Cauchy:

Yy + 4y = 4(cos 2t —sin2t), y = y(¢)
y(0) =1, 3/'(0) = 3.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profilele electric si mecanic, 2011-2012

I. a) S& se determine ¢ € C?(R) astfel incat p(t(z,y)), t € C*(R x R),
t(x,y) = 23 — 3zy? si fie functie armonica.

b) S& se determine functia olomorfa f = f(z) = u(z,y) + w(z,y), stiind ca
u(x,y) = <,0(t(:1?,y)), pE Cz(R)a le CQ(R x R)7 t(z,y) =z® - 3’I’y2.

II. Sa se dezvolte in serie Laurent functia f(z) = in vecindtatea punctului

sin 2z
z = 7, precizand coeficientii lui (z — 7)", pentrun = —1 gi n = 0.

b) Sa se calculeze integrala I folosind teorema reziduurilor, unde

z
I:/ —dz.
|z—m|=1 S18 0

III. Calculati integrala I, folosind teorema reziduurilor:

27
1 :/ (1 — cost)" sinntdt.
0

IV. Sa se rezolve sistemul

{x’zx—y+2sint {x(O):

y'=2z—y
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2012-2013

I. Calculati integrala complexa:

2012 g, (T2
/Z_R(z ) sm<4 o dz,

dacd R € (0,00), R # 1.
IL Fie F: D =R x (-%,7) 5 R,

F(z,y) = €"(axcosy — bysiny), a,b e R.

a) Ce relatie trebuie s existe intre a gi b astfel incat F' sa fie armonica?

b) Construiti f olomorfa, f : D — C, astfel incat:

Re f = F(z,y) + ¢(z*> — y*), ¢ € C*(D).

III. Calculati integrala:

oo 2
I:/ x cos®(2012x) -
o X2 —62+13

IV. a) Determinati solutia sistemului diferential Y/ = AY, unde am notat
4 2 -6
Y =Y(t) = (y1(t), y2(1), ys(t))", dacd A = ( 2 1 -3 )
-6 -3 9

b) Stiind ca solutia sistemului de la punctul a) satisface conditia initiala
Y (0) = (1,9,0)!, rezolvati in C ecuatia:

sinz = y1 () + ya2(t) + y3(t).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2012-2013

I. Calculati integrala complexa:

e (T2 Ny
/Z_R(z ) cos |y ——7)d=

dacd R € (0,00), R # 1.
IL Fie F: D=Rx (-%,7) > R,

F(z,y) = €"(axcosy — bysiny), a,b € R.
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a) Ce relatie trebuie s existe intre a gi b astfel incit F' si fie armonica?
b) Construiti f olomorfa, f : D — C, astfel incat:

Re f = F(z,y).

III. Calculati integrala:

/°° rsin(F)
= 2t
o T+ 222 +1

IV. a) Determinati solutia sistemului diferential Y/ = AY, unde am notat
Y =Y(#) = (11(t),y2(t),y3(¢))?, dacd A = (_%1 —11 D, iar solutia satisface conditia

initiald Y'(0) = (0,1,1)".

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2013-2014

1
I. Calculati integrala: I :/ = dz
lz|=7 Z°smz

II. Fie F:D=RxR =R, F(z,y) = ax® — by? + cos(ax) sh (by), a,b € R.
a) Ce relatie trebuie s existe intre a gi b astfel incat F' sa fie armonici?

b) Construiti f olomorfa, f: C — C, f = f(z), f = u+ iv, astfel incat:
3u+5v = F(z,y) si f(0)=0.

°° 2 + ...
III. Calculati: lim cosz +cos2z + ... +cosnz ,
=00 f_o (@2 1)2
IV. Determinati solutia sistemului diferential Y’ = AY + b, unde am notat

Y = Y(t) = (nut),520), b = bt) = (bi(t),bo(t)', dacd A = (53),
b(t) = (sint,cost)t, iar solutia sistemului satisface conditia initiala Y (0) = (0, 0)".

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2013-2014

I. Calculati integrala: I = /
gl

II. Fie F:D=RxR =R, F(z,y) = ax® — by?, a,b € R.

5~ dz, unde v este curba |z| = T.
23 sin 2

a) Ce relatie trebuie s existe intre a gi b astfel incat F' si fie armonica?

b) Construiti f olomorfa, f: C — C, f = f(z), f = u+ iv, astfel incat:
S5u+3v=F(x,y) si f(0)=0.

o 2 cosx
5 dz.

III. Calculati integrala: I :/ m

— 00
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IV. Determinati solutia sistemului diferential Y/ = AY + b, unde am notat
Y = Y(t) = (yu(t),y2(t), b = b(t) = (bi(t),ba(t))’, daca A = (§73),
b(t) = (sint, cost)?, iar solutia sistemului satisface conditia initiald Y (0) = (0,0).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2014-2015

I. Rezolvati sistemul de ecuatii diferentiale Y/ = AY, A = (g § g), care satisface
conditia initiald Y (0) = (0,0, 3)?, unde a # 0.

II. Fie u: R*\{(0,0)} = R, u(z,y) = %55, a,b € R, a # 0.

a) Determinati a si b astfel incat u sa fie functie armonica.

b) Construiti f olomorfa astfel incat Re f = u, f(1) = a.

c¢) Aflati solutia problemei Cauchy y” — 2y’ +y = te! f(t), y(0) =1, ¥/'(0) = f(1),
unde y = y(t), t € R.

00 .2 1.2 2
ITL. Calculati / L
0 (22 +1)
. of .1 .2 1 . "
IV. Fie I, = z“|sin—+sin—+...4+sin— | dz, unde R > 0 si n € N*.
|z|=R z z z

Aratati ca e'?In € Z.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2014-2015

I. Rezolvati sistemul de ecuatii diferentiale Y = AY, A = <§ % é), care satisface
conditia initiald Y(0) = (0,0, 3)?, unde a # 0.
I1. Fie u : R?\{(0,0)} = R, u(z,y) = %% a,be R, a #0.

T2 HyT
a) Determinati a si b astfel incat u sa fie functie armonica.
b) Construiti f olomorfd astfel incat Re f =u, f(1) = a.

[ 2?sin’x
II11. Calcula‘gl/o de

IV. Fie I, — /
|z|=R

Aratati ca e'?In € Z.

1 2 1
22 (sin+sin+...—|—sin) dz, unde R > 0 gi n € N*.
z z z
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2015-2016

I. Daca Y (t) = (2(t), y(t))T este solutia sistemului diferential

Y = Ay, A= ( @ b ) a,b <0,
b a
ce indeplineste conditia initiald Y (0) = (0,2)7, calculati tlim (xz(t) + y(t)).
— 00
II. a) Construiti functia f olomorfd, f = f(z), astfel incat:

Re (f) = 2% —y? + e®p(y), unde ¢ € C*(R).

b) Calculati reziduurile functiei g(z = %, unde f este functia determinata la
punctul a), ce satisface conditiile f(0) =0, f(1) = 1.

III. Fie I, = Ozﬂ #ﬁ(m)? unde n € N*. Calculati:
a) Il.

b) I,,, pentru n > 2.

IV. Calculati integrala complexa I, = f‘z‘:r otk %dz, unde k € N*, pentru:
a) k=1;
b) k = 2016.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2015-2016
I. Daca Y (t) = (x(t), y(t))T este solutia sistemului diferential

Y = AY, A:(‘b‘ 2) a,b <0,

ce indeplinegte conditia initialda Y (0) = (0,2)7, calculati tlim (x(t) + y(t)).
hade el

II. a) Construiti functia f olomorfa, f = f(z), astfel incat:
Re (f) = p(z? — y?) + e cosy, unde ¢ € C*(R).
b) Calculati reziduurile functiei g(z = ( Zf_(zl))27 unde f este functia determinatd la
punctul a), ce satisface conditiile f(0) =0, f(1) = 1.

2m dzx

ITI. Sa se calculeze integrala I = [J 5 Tcos(2a)"

2016z
¢ dz

IV. Calculati integrala complexa I}, = le\:r r=2016 (z=30T6)2010 42-



Faza locala profil electric matematici speciale 2016-2017

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric matematici speciale, 2016-2017

I. Construiti functia f olomorfa, f = f(z), f = u + iv, astfel incat:

u+ p(v) = 22 — %, unde p € C*(R).

II. Calculati integrala

7 / (z — 1)@i + sinﬁzdz
B |z|=2 (Z - 1)2 .

III. Calculati, folosind teorema reziduurilor:

lim ™ cosx + cos(2x) + . . . + cos(nx) dz. unde n € N*.
n—oo Jq 5—4cosz

IV. Determinati x(t) si y(t), daca

{ zO(t) +y(t) — 2 fg x(s)sin(t — s)ds = cost + sh t
(1) + 9/ (1) =

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul 11, profil electric matematici speciale, 2016-2017

I. Daca Y () = (y1(z),y2(x), y3(x))T este solutia sistemului diferential:

e 1 1
Y =AY, A= 1 e 1 |, a€eR,
1 1 e

ce indeplineste conditia initiala Y (0) = (1,1,1)7, calculati lim Y (x).

(6]

II. a) Determinati functia f : C — C, f olomorfa, f = f(2), f = u+ iv, astfel

1
incat f(0) = TZn si

u=uv+e"cosy+e*®cos(2y) + ...+ e cos(ny) nEN, n>2.

b) Pentru functia f determinatd la punctul a), demonstrati ci solutiile ecuatiei

1—¢7

62

f(2)

= 1 sunt pur imaginare.

1
I1II. a) Dezvoltati in serie Laurent in jurul lui zo = 0 functia f(z) = cos? <>
z

z z

b) Calculati integrala I = f|z\:R 22017 [% cos (2) — cos? (1)] dz, unde R > 0.
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0o 1
IV. Calculati integrala I = fo mda@ unden e N;n>2,a € R, a #0.
2 +a

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2016-2017

I. Daca Y (z) = (y1(z),y2(x), y3(x))T este solutia sistemului diferential:

e 1 1
Y' =AY, A= 1 e 1 |, aeR,
1 1 e

ce indeplineste conditia initiala Y (0) = (1,1,1)7, calculati lim Y(z).
a——00
II. a) Determinati functia f : C — C, f olomorfa, f = f(z), f = u + iv, astfel
1o,
incat f(0) = TZn si
u=v+ecosy+e*cos(2y) +... +e"cos(ny) ne€N, n>2.
b) Pentru functia f determinatd la punctul a), demonstrati ci solutiile ecuatiei

O

62

= 1 sunt pur imaginare.

1
III. a) Dezvoltati in serie Laurent in jurul lui zo = 0 functia f(z) = cos? ()
z

b) Calculati integrala I = f‘z‘:R 22017 [% oS (%) — cos? (%)] dz, unde R > 0.
0o 1
IV. Calculati integrala I = fo malac7 unden € N;n>2 a>0.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, - anii I si IT - profil electric matematici speciale, 2017-2018

I. Construiti f olomorfa, f: C — C, f = u + iv, daca
/ u(t,y)dt = yp(z® —y*), ¢ e C’(R).
0

2018

II. Fie I:/
\

z|=1 h—1

-1
Mdm, la| >1, neN, n>2.

sin( . )dz. Aritati 8 T € R5i 0 < [ < 2.
z+ 5%

27

III. Calculati /
o (a+cosz)
IV. Determinati solutia y = y(t), daca

/!
by = ———
vt 4 + cos(2t)’
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Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul 11, profil ne-electric matematici speciale, 2017-2018

I. S& se determine functia f olomorfa , f = f(z), f = u+iv, astfel incdt Re (f) =
u(z,y) = ¢(v(x,y)), unde ¢ € C?(R) si u nu este functie constanti.

o sin z + z cos +
II. Calculati integrala: J = — o dz.
=2 22z —1)

> d
III. Fie I :/ #. Rezolvati in C ecuatia: sinz = EI.
0o 2*+z+1 T

IV. Si se determine x = x(¢) si y = y(t), solutiile sistemului:

x+y:/0 sin(t — s)ds { z(0)=0

—z' +y" = cost y(0) = =1, ¥(0) =0.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, - anii I i II - profil electric matematici speciale, 2018-2019

I. Fie f1 si fo doua functii olomorfe, fi = uy + vy, fo = ug + ivo, astfel incat
ui (z,y) + va(z,y) = e cosy,

us(a,y) + va(a,y) = aretg (£).

a) Determinati f1(z) si fa(2).

b) Calculati / 22019 <f2 (1> +ify (1>> dz.
|z|=R,R#0 z z

62

dz.

IT. Calculati /

|z|=1 2 sin? 2

27
II1. Fie I, = / _os(n2) e
o 4+5cos?x

a) Calculati Iy. b) Calculati I, si demonstrati ¢ |I,| < 3%, Vn € N*.

t
IV. Fie f(t) :/ 27t —x)"Ydx, a,b > 0.
0

a) Calculati transformata Laplace a functiei f(¢).
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b) Aratati ca w 901 — £(¢), unde I este functia T a lui Euler.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2018-2019

I. S& se determine functia f : C — C olomorfs, f = f(z), f = u + iv, astfel incét
Re (f) = u(z,y) = 2y - p(a® — ),

unde ¢ € C3(R).
II. Fie

1 1 2
In:—_/ zz{sh <)+sh (>+~~~sh (n)]dz, n € N*.
270 J|2|=R,R>0 z z z

VI,

5 -

Calculati lim
n—oo N

III. Sa se calculeze integrala:

I /OO (x+1)> 7, sin(2kmz) do. neN".
x3+1

— 00

IV. Folosind transformarea lui Laplace, si se determine x = x(t) si y = y(t),
solutiile sistemului:

x'zy—/tx(s)cos(t—s)ds 7{ x(O):l

0
y =x+cost—1

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil ne-electric matematici speciale, 2019-2020

I. Se considera functia de o variabild complexa f : C — C, f(z) = az? + bz + ¢,
unde a, b, c € C*, astfel incat |a| + |c| = |b| si arga + arge = 2argb.

a) S& se demonstreze ci ecuatia f(z) = 0 are o solutie z1 cu proprietatea |z1| = 1.

b) Daca f este o functie cu proprietatile de la a), astfel incat a =1 si ¢ = —1, sa
se calculeze urmatoarea integrala, folosind teorema reziduurilor:

7 / eﬁdz
|z4i|=1 2f(2)
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II. Sa se calculeze urmatoarea integrala, folosind teorema reziduurilor:

/7r cos(2nx) + sin(2nx)
x (54 3sinz)?

dr, unden € N.

IIT. S& se determine functia f : C\{z € C| Im z = 0} — C, f olomorfs, f = f(2),
f =u+iv, astfel incat u(z,y) = %v(x, Y).

IV. a) Sa se determine constantele n € N gi C € R astfel incat

O(t) x---*0(t) = Ct®,
—_———
n functii
0,t<0
unde 6(t) este functia Heaviside, 0(t) = ) 0’ iar ”%” este produsul de convolutie.
s 2

b) Folosind n € N deteminat la a), s& se rezolve problema Cauchy:

Y () —y(t) = [, (t— s)e*ds
y(0) = n —10.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

Nota. Timp de lucru 3 ore. Se vor rezolva la alegere trei subiecte.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2002-2003

(Inz)?

I. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala [ = / 22 dx.
0
')+ 22t —2)+z(t—4) =t
II. S& se rezolve problema Cauchy
x(0) = 2'(0) = 0.
1, O<z<A 1, 0<z<A
II1. Fie f(x) = ,  glx) = , unde
0, z>2A\ 0, x>u,
A peRL.

a) Sa se arate cd functiile f gi g admit transformate Fourier (notate F., G.) prin
cosinus si sa se calculeze acestea,

Fu(6) = \/z / " f@)cos(en) dr,  Gu(€) = ﬂ / " gl coster) d.

b) S& se demonstreze relatia

/ " F)Gu(€)de = / " f@)g(w)de.
0 0
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> sin At - sin pt
¢) Folosind punctul b) sa se arate ca / Tudt = gmin()\, ).
0
IV. a) Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica functia:

a CosxT —a2

—1l<a<l.

f(@)

T 1—2acosz + a2’

b) Folosind seria Fourier a functiei f i formula lui Parseval, si se demonstreze ca:

/7r cosT — a 2d T
_— xr = ———.
_» \1—2acosz + a? 1—a?
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2002-2003

I. a) Determinati functia olomorfa f(z) = u(x,y)+i-v(z,y), 2 = ¢ + iy, stiind ca

v(z,y) = otz 1)), ¢ € C2(R), t € C*(R x R*), t(z,y) = — ‘yFy .

1/z

b) S& se calculeze I = L (16_72)2dz, yilzl=r,r>0,1r#1
1—r?

II. Pentru fiecare r € [0, 1) fixat, fie f(0) =

2(1 — 2rcos + 12)

. Sa se dezvolte f
in serie Fourier.

IIT. a) S& se calculeze transformata Fourier prin cosinus a functiei

1
fR—>R, f(:c):m

b) Folosind (eventual) rezultatul obtinut la punctul a), si se calculeze transformata

Fourier prin sinus a functiei g : R = R, g(z) = m

IV. Folosind transformarea Laplace, sa se rezolve ecuatia integrala

o(t) — /0 e~ (t —u) - .p(u)du = cost.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2003-2004

e 1
I. Sa se calculeze valoarea integralei / ( )200 Tdw.
0

x2+1
II. S& se determine functia olomorfa f(z) = u + iv, stiind ca

aye @ # 00, f1)=c

III. Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica functia

f0) =

v(z,y) = e*siny —

asinf

7 el <l
a? —2acosf +1 el

IV. Sa se calculeze transformatele Fourier prin sinus si cosinus ale functiei
f:(0,00) = R, f(t) = e %, a > 0, prelungind convenabil functia f pe toati
axa reala.

V. Folosind transformarea Laplace, sa se rezolve problema Cauchy
I+20+r+yi+yt+y=1 z(0) =0, #(0)=2
{2:&+2x+j}+2y:2t { y(0) =1, g(0)=-2,
unde x = z(t), y = y(t).
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2004-2005

I. S& se studieze convergenta si in caz afirmativ si se calculeze integrala

1 5 —
1_/V (=2

1+

1, 2nl<t<(2n+1)l
II. Fie functia f(t) = , neN.
-1, Cn+Dl<t<(2n+2)

a) Sa se dezvolte f in serie Fourier de sinusuri;
b) Sa se calculeze transformata Laplace a functiei f;

¢) Utilizand teoreme de inversare s se regaseascd functia f ca serie Fourier.

III. a) Sa se arate ca exista transformata Fourier prin sinus a functiei f(z) =

Sl

si sa se calculeze aceasta.

oo
1
b) Folosind punctul a) si se rezolve ecuatia integrald / g(t)sintz dt = T,
0 X

x> 0.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2004-2005

I. a) Stiind c& partea reald u(z, y) a unei functii olomorfe f(z) = u(z,y)+i-v(z,y
este de forma u(z,y) = ¢(t(z,y)), unde p € C?(R), t : R* x R — R si t(z,y) = %

se determine functia f(z).

)
, s,

b) Si se calculeze I = / 2% sin gdz, re(0,2), r#1.

|z—1|=r
II. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f: (—7w, 7] — R, f(t) = 5 7;1 e.
sh
o0
(="
Din dezvoltarea obtinuta, sa se determine suma seriei numerice Z
1+4+n?

n=1

III. Folosind transformarea Laplace sa se rezolve problema Cauchy:

2" — 2z’ + 5z = el cos 2t
z(0) = 2/(0) = 1.
z2/2

IV. Sa se arate ca transformata Fourier prin sinus a functiei xe™ coincide cu

ea Insasi.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2005-2006

I. Fie functia v(z,y) = e *(asiny — ycosy). Verificati dacd v este functie ar-
monicd, gi determinati functia olomorfa f, cu Im f = v(z,y), f(0) = 0. Pentru f

astfel determinat, calculati: / 14/z) dz

|z|=r 1—=2

II. Dezvoltati in serie Fourier trigonometricé pe [—7, 7], functia: f(z) = ch (az),

1 1
a > 0, i determinati suma seriilor nz:l T o si nzl CEEwEIEE
III. Determinati functia f, daca
/00 f(t) - cos(wt)dt L w>0
. w = .
0 (1+w?)?’

IV. Rezolvati ecuatia diferentiala: y"” +4y = f(¢), y(0) =0, ¥'(0) = a unde a € R,
: _J L te23
far f() = { 0, t¢[23]

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2005-2006

a) S& se determine functia olomorfa f(z) = u(x, y)—!—z v(x,y), z = x+iy, stiind
) =

CaU( p(a® —y?), p € C2(R) 51 £(0) =0, f(i) =
b) Fie g(z) = f(;)i._ez/z. Sa se calculeze Rez(g,1).

¢) S& se calculeze Rez(g,0).
d) S& se calculeze / 9(z)dz.

|z|=2
. . sinx g N . .
II. Fie functia f(z) = ————, = € R. S& se dezvolte f in serie Fourier pe
5+44cosz
intervalul (—m, 7).
IIT. a) Sa se calculeze transformata Fourier a functiei f : R — R, f(x) = 6’12/“2,

(a € R*).
b) Sa se calculeze transformatele Fourier prin sinus si cosinus pentru functia

0, pentru x < 0

efx

g:R—R, g(m):{

, pentru xz > 0.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2006-2007

I. a) Sa se determine functia olomorfd f(z) = u(x,y) + iv(x,y) stiind ca

u(z,y) = Refch(%), © e C2.

+oo .2
1
b) Folosind teorema reziduurilor, s se calculeze integrala I = / %dw.
o T
sint
II. Fi R—=R, f(t) = ——.
ie f S0 5+ 3cost

a) Sa se dezvolte functia f in serie Fourier trigonometrica.
b) S& se regiseascd dezvoltarea de la a), utilizind o dezvoltare Laurent in coroand
pentru o functie complexa atagata functiei f.

IIT. S& se rezolve ecuatia integrald z(t) = cost + /t (t — 1) e~ "x(r)dr, utilizaind
transformarea Laplace. ’
Zcosz, z€(0,m)
oo
IV. Si se rezolve ecuatia integrala /0 o(u) cos(ur)du = ¢ —7%, =7

0, T > .

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2006-2007

I. S& se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y) + i - v(x,y), dacd
v(z,y) = Im (f) = arctg (3) £(1) = 0, unde v € C2(R* x R).
x

1/z

I1. Folosind teorema reziduurilor, calculati / dz, R >0, R# 1.

l2)=r 2(1 = 2)

y' =2y +y=t
y(0) =1, y'(0) = 1.

—z2/2

IIT. Cu ajutorul transformarii Laplace, determinati y(t), daca {

IV. Calculati transformata Fourier pentru functia f(z) =e

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profilele electric si mecanic, 2007-2008

I. Fie functia u(z,y) = In(z? + 3?) + € - cos y.

a) Aratati cd u(x,y) este functie armonica.
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b) Construiti f(z) olomorfa pe C*, f(z) = u(z,y) + i - v(z,y), unde u(x,y) este
functia precizata in enunt, cu conditia f(1) = e.

¢) Fie R € (0,00) \ {l ﬁ} Calculati integrala:

27 2

B f(z)—2lnz
I_/l—;|—R 2G40

unde f este functia olomorfa determinata la punctul b).
nT

2 :
II. Calculati integrala I = /0 O?Ii)—c;xydx, n € N*.

III. Si se rezolve ecuatia diferentiala:
2" =22 +x=¢" 2(0)=0, 2/(0) =1,
folosind transformarea Laplace.

IV. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale:

¥=—z+y+z
Y=z—y+z
Z=x+y+z

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil electric, 2008-2009

I. Se considers ecuatia diferentiald x”’ + (2a — 1)z + (a? + 3)2’ + (a® + 3a)z = 1,
unde a € R este un parametru.
a) Sa se determine valorile lui a pentru care ecuatia are solutiile stabile spre co.

b) Pentru a = 1, sa se determine, folosind transformarea Laplace, solutia z(t) pe
(0,00) a ecuatiei, astfel incat x(04) = 2’'(04) = 2”(04) = 0.

I1. Fie D un disc deschis in planul complex.

a) Sa se arate ca o functie olomorfa f : D — C are primitive si ci orice doud
primitive difera printr-o constanta.

b) Daca F este o primitiva a unei functii f : D — C, are loc relatia

f,y f(2)dz = F(z) — F(21).

¢) S& se determine a,b € R dacd a + ib = /2

0
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1

IIT. S& se determine seria Fourier atasata functiei f(z) = F dcoss
—4cosz

pe [—m, 7],

. . L dz
sa se studieze natura convergentei acestei serii gi sa se calculeze —_—
|2|=3 D —4cosz

IV. Fie f(2) =ap+ a1z + ... +apz" cua; € C,i =0,1,2,3,....n.

a) Sa se calculeze I, = / f(f) dz gt Jp = f(e)e~™*tdt pentru 0 < k < n.
lz]l=1 *

—T

b) Daca toti a; € R, sa se arate ca au loc relatiile

! 2 N ! 2 ~
/_1]‘(95) dx:—z/o f(e™)2etdt; /0 f(z) dmﬁ?ﬂ'kzzoak.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil mecanic, 2008-2009

I. Se consideri ecuatia diferentiald 2 + (2a — 1)z + (a? + 3)2’ + (a® + 3a)z = 1,
unde a € R este un parametru.

a) Sa se determine valorile lui a pentru care solutiile sunt stabile pentru ¢t — oo.

b) Pentru a = 1, si se determine, folosind transformarea Laplace, solutia x(t) pe
(0,00) a ecuatiei, astfel incat z(04) =0,2'(04) = 0,2"(04) = 0.

5
coszZ = — ¢;
4 )

b) S& se dezvolte in serie Fourier functia f: R — R, f(¥)

d
¢) S& se calculeze / _
|z—i|=1 D —4cosz

II. a) S& se determine {z eC

_ 1 .
5 —4cost’

III. Fie sistemul 2’ = f(z,9); v = g(x,y) cu f,g : R? — R, functii de clasa C*
cu solutii p : R — R, (t) = (x(¢),y(t)).

a) Un punct (a,b) € R? se numeste echilibru daca functia p(t) = (a, b) este solutie.
S& se arate cd (a,b) este echilibru daca si numai daca f(a,b) =0, g(a,b) = 0.

b) Sa se arate ci doud orbite sunt sau disjuncte, sau coincid.
(Se numeste orbitd imaginea oricirei solutii.)

¢) S& se rezolve sistemul 2’ =y, ¢y = —x.

IV. Fie f(z) =ap+a1z+ ... +apz" cua; €C, i=0,1,2,....,n.
a) Sa se calculeze

I, = / %dz siJ, = f(et)ye~*tdt,
|z|=1 -7

pentru 0 < k < n.
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b) Daca toti a, € R, sa se arate ca

1 ™ 1 n
/_1 f(z)?dx = —i/o fe™)2ettat sl ca /0 f(x)%dx < 2ﬂ’;ai.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profilele electric si mecanic, 2009-2010

I. a) Se considera ecuatia diferentiald: ta”(t) + 2/(t) + tx(t) = 0.
Sa se arate ca ecuatia admite o unica solutie serie de puteri convergenta pe R, care

respecta conditia x(0) = 1.
¥ =2x+y+2z
b) Sa se rezolve problema Cauchy: Yy =—x—22 ,unde z = z(t), y = y(t),
Z=x+y+2z
z=2z(t) st (0) =0,y(0) =0,2(0) = 1.

II. S& se determine functia olomorfa:
f(2) = u(@,y) +iv(z,y), z =z +iy, x>0,
stiind cd f(1) =0, f(e) =1 —i si u(z,y) + v(z,y) = ¢ (£), unde ¢ : R — R este o

functie de doua ori derivabila pe R.

ITI. Rezolvati ecuatia integrala:

2 (t) —2 /Ot x(7) cos(t — 7)dT = /Ot(t — 7)sinT dr,

gtiind ca z(0) =0sit > 0.

IV. Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica functia f: R — R,
cos? x

fle) = 5+4sinx’

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profilele electric si mecanic, 2010-2011

du _ 1. ov

. . . 9 = p 90
I. a) In coordonate polare (p, #), sistemul Cauchy-Riemann este § " L ou
9p — “p 90

iar operatorul lui Laplace are expresia A = 88—:2 + % . 3% + p% . %. Sa se determine
functia olomorfa f(z) = u(p,0) + iv(p,d), unde z = pe'® stiind ca u(p,d) = ¢(tgh),

unde ¢ este o functie de doua ori diferentiabila.



88

o1/ (z—a)

b) Calculati: / 5dz, 1>0,17#a, a€R.

|z|=r Z(Z - a)

II. S& se rezolve urmatoarea ecuatie integrala, utilizand transformarea Laplace

¢
o (t) + / 4e* =/ (u)du = sin(5t),
0
cu conditiile initiale ¢(0) = ¢’(0) = 0.

IIT1. Rezolvati ecuatia integrald / o(t) sin(ut)dt = u>0, a>0.
0

v
(u2 + a2)?’
IV. Fie f: (—m, 7] = R, f(z) = 55— - "

a) Sa se dezvolte functia f in serie Fourier.

b) Folosind dezvoltarea obtinuta la punctul a), calculati sumele seriilor numerice

-y 1
Zi-‘rilz D Dt

n>1 n>1

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profil inginerie, 2011-2012

dr.

27 .
I. Calculati: / cos(2012z) + sin(2012z)
0 3+ 2cosz

II. Calculati: / 22912 gin <1> dr, R > 0.
z

|z|=R

IIT1. a) Determinati solutia f(¢), t > 0 a urmatoarei ecuatii integrale:
/ f(t)sin(wt) dt = e, a > 0.
0

b) Considerand f(t) = F[g(w)], unde g este functia original, s se determine g(w).

IV. Rezolvati urmatoarea ecuatie integrala:

/Otf(T)~(tT)dT+/Otf(tT)~Td7't2.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil inginerie, 2012-2013

I. Fie functia u(z,y) = €™ - (x cosny — ysinny), n numdr natural.

a) Construiti f olomorfa, f(z) = u(x,y)+i-v(z,y), care verifica conditia f(1) = e™.
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b) Fie g: D C C — C o functie olomorfs si fie ¢ o functie reald de clasa C?(R).
Aflati ¢(t) astfel incat Re (f) = ¢(Im (g)), unde f este functia determinata la
punctul a).

1z,
¢) Fie R > 0. Calculati integrala / :—M
|2|=R 2% - €"%(z + 2i)

II. Folosind transformarea Laplace, sa se determine solutia problemei Cauchy

2 (0) +2- 2/ (1) + 2(t) = g

1
IIT1. Se considera functia f: R = R, f(z) = Ay
—4sinx

a) Sa se dezvolte functia f in serie Fourier trigonometrica.

3 ) 1) -
b) Sa se calculeze / cos(@n+1)-7)

- dx, n numar natural.
- 5—4sinx

IV. a) Si se calculeze transformata Fourier a functiei fi,(z) = e~ 1* - 2, k numar
natural.

no 2k
b) Calculati transformata Fourier, j(w), a functiei g(z) = e~*l . Z T
= (2k)!
punctul w = 1.
CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profil inginerie, 2013-2014
I. Sa se rezolve:  ty"’ — 2y’ +ty=—2cht, y(0)=0, %' (0)=1.
IL. Fie f : [-m; @] = R, f(x) = €% cos(sinz). S& se dezvolte functia f In serie
Fourier trigonometrica.
III. S& se calculeze / wdiz, neN, Ja <1
fl=1  FTa
) . L[ !
IV. Sa se rezolve ecuatia integrala /0 f(z) cos(wz)dr = WZtaE a€eR, a#0.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil inginerie, 2014-2015

I. Determinati functiile f : C — C olomorfe, f = u + iv, unde u(x,y) = xy* +
yo(z), ¢ € C*(R) i f are radacing dubla pe z = 1.
1

2 dr, n e N,

cosx — cos(5-)

. ™ cos?(nx) —
II. Calculati I :/
0
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dr=t", neN,t>0.

t
ITII. Sa se rezolve ecuatia integrald /
0

IV. Aflati functia g, solutie a ecuatiei integrale/ g(u)sin(u-t)du =e~*, t>0.
0

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil inginerie, 2015-2016

5—3-sinzx

Enunturi
I. Construiti functia f olomorfa pe D, f = u + iv, (i = —1), dacd v(z,y) =
o(u(x,y)) + cosz - chy, unde ¢ € C?(D).
2 4
II. a) Calculati I,, = / L(nm)dx, n e N.
0

b) Determinati lim I,,.
n— oo

ITI. Se considerd ecuatia ¢ -y (¢) + (1 —¢t) - y'(t) +n-y(t) =0,t >0, n € N.
a) Determinati solutia y,, (T), care este functie original Laplace, impreund cu derivatele
sale si care verifica y, (0) = 1.
b) S& se arate ci existd numerele intregi ay,, by, ¢y, astfel Incét ay, - yp41(t) + (£ —by) -
Yn(t) +n-y(t) =0,t>0,n> 1.

IV.Fie f: R = R, f(z) = |z — [z + %]], unde [ - ] reprezintd partea intreag, iar
| - | reprezintd functia modul.
a) Aratati ca f este periodica, de perioada T' = 1.
b) Dezvoltati functia f in serie Fourier pe R.
e 1
C) Calculatl Z m

n=0

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil matematici speciale, 2016-2017

I. Sa se rezolve problema Cauchy

$1//:$2+$+3+"'+$n 1
{CQ” :$1+‘T+3++1’n Tk € CQ(R)7Z‘]€(O) :k’xk/(o) = 5(77/—1)3/2,](3: 17”'
) =r+r+24+ -+ Tp

II. a) Calculati

1n
/ (‘:%Rdz, koneN, 0<k<n.
|z|=1
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1
b) Calculati —CZ .
) Calculati 71220571 4
sin? %
12
IV. Fie y € C?(0,00) astfel ca y,y’ si ¥ sunt functii original pentru care y(0+)
si y(0—) sa fie finite. Fie f : (0,00) — R definita prin:

IIT. S& se calculeze transformata Fourier pentru: f(¢) =

F(&) =2ty"(t) + 3/ (t) + 2y()

sif = L{f}.
a) Sa se calculeze F' daca y(t) = sin(2v/%), Vt > 0.
b) Sa se gaseascd y pentru care F' este functie constanta.

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profil inginerie, 2016-2017

Enunturi

I. Determinati functiile olomorfe f : C — C, f(z) = f(x+iy) = u(z,y)+i-v(z,y),
ov

ou .
pentru care — + — = 2-¢e" - cosy.

Jdr Oy

212 . sin (%)

(2242)5 (22 +iz+6)

a) Stabiliti domeniul D de definitie, precizand natura punctelor singulare (inclusiv
natura punctului de la infinit).

b) Calculati I = / f(z)dz=.

|| =2

I1. Se considera functia f : D € C — C, f(z) =

ITI. Sa se determine transformata Laplace a functiei original
1
ft) = / e (t—x)® - [sin(t — )] ™dz, neN*.
0

IV. a) Dezvoltati in serie Fourier functia f : [-m, 7] — R, definitd prin f(z) =
In(1 — 2acosx + a?), |a| < 1.

o0

b) Calculati )

n=1

2n.n’

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil matematici speciale, 2017-2018
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I. Sa se calculeze integrala ffooo ShQ(tm) dt.

II. a) Folosind, eventual, trecerea in coordonate polare, si se determine functia
olomorfa f, stiind ca

Re f(2) = u(z,y) = (@® + %) - (aretg (£)), peC*(R)

si cd f verificd conditiile f(0) =0si f(1) = 1.
b) Sa se determine valoarea integralei I = f\z|:1 ex - (f(z + 1))™dz, unde functia f
este determinata la punctul a).

II. Si se determine functia original f(t) a transformatei Laplace F(s) = e~ V*,

aratand in prealabil ca: 4sF"(s) + 2F'(s) — F(s) = 0.
.. 1 *
ITI. Calculati integrala ‘[||ZH:1 mdz7 n € N*.

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil inginerie, 2017-2018

Enunturi

I. a) Aritati ca toate radacinile ecuatiei 2* +az® + az+1 =0 sunt de modul
1, pentru orice numar real o € (—1,1).

b) S se calculeze integrala

2243
d ~1,1) si R>0.
/Z—R (z—-2)(z*+az® +az+1) z o ac(=1L1) s >

II. S& se determine solutia y = y(x) a ecuatiei diferentiale:
z-y' +2c+3) -y +(x+3)-y=0,

care verificd conditia initiald y(0) = yo si transformata Laplace a functiei y = y(x)
satisface conditia L[y(z)](0) = yo.

III. Calculati integrala I, = fo% sin(nz) - tg (%) dx, n € N*.

IV. Fie functia

0, <0
f(ac)—{eam’ >0 a€eR.

a) S& se calculeze transformatele Fourier f,(w) si fe(w).

b) S se calculeze integrala

+oo
/0 [fe(w) - cos(wz) + fs(w) - sin(wz)] dw, x> 0.

¢) Sa se calculeze integrala f0+°° folw) - fo(w) - sin(wz) dw, 2 > 0.
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Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil matematici speciale, 2018-2019

I. a) Sa se determine functia olomorfa f : C — C cu proprietatile

If(2)] = (22 + y*)(ch 2z cos® y + sh 2wsin®y), z =z +iy si f(mi) = —n°.

b) S& se calculeze / Re (f(e)) cosnfdf, unde n € N si f(z) = 22 ch 2z.
0

II. Sa se calculeze
/ g
2= (1 —cosz)sinz
unde 0 < R < 5.

IIT. S& se determine y(t), solutie a ecuatiei diferentiale

2 [ cos(tx)
"(t) + 2y (¢t t)=— de, t>0
vO+2 00 =2 [ e 120
cu conditiile initiale y(0) = 1 si ¢/(0) = 1.

IV. Se considera functia f: R — R,

f(t):/oo e 17l cos

————dx
—oo 14 (2 — )%
a) Calculati transformata Fourier a functiei f in punctul 1.

b) Calculati integrala

/OO f(t) costdt.
0

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil inginerie, 2018-2019

I. S& se calculeze valoarea integralei

ro [T g

7
oo Chzx

II. Sa se calculeze:

/ cosa:cos(rm)dz7 —
o ©D—4cosz
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IIT1. a) S& se rezolve ecuatia:

a:(t)+2/0tx(u)du+/0t (/ka(u)du> A=t t>0.

b) Fie z(t) solutia de la punctul a). Dezvoltati in serie Fourier de sinusuri aceasta
functie pe [0, 7).

IV. Si se afle functia ¢ : (0,00) — R continué, care satisface ecuatia integrala

e 1 1
/o g(u) cos(ux)du = 7z + pEaEE Yz € (0,00).

Nota. Timp de lucru 4 ore. Toate subiectele sunt obligatorii.



Rezolvari

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2002-2003

a2 e/ g #0
I. Avem f(x,y) =

0, xz=0.

a) lim 2? - eV = si f(0,y) =0, deci f continud in punctul (0,y).

x—0
b) Avem

af T f(xa 0) B f(07 0) _ 12 _
or O =Ty Ty =0
dy y—0 y—0 y—=0 vy

deci ) ) )
f(a,y) = £(0,0) = 3£(0,0) -2 — 3L(0,0) -y 2. 2=

a(z,y) = =

2 —y2/22 2,2 2 . : v
£ . Deoarece e¥ /%" > % +1si || < 1, rezulta

T

Se observa ca |a(z,y)| =

/z2+y2 /I2+y2
22 Ay EERY

e, y)| =~ = [ 2| ] < 2] =0,
Vat+y Vat+y

pentru x — 0, y — 0, deci f este diferentiabila Fréchet in (0, 0).

_ 2. g—y?/a?
¢) Deoarece %(079) = hﬂ}) flzy) ~10.y) = lir% z ex =0, si similar
T—r X r—
%(0761) = lim M — lim 0-0 =0,
dy y—a y—a y—ay —a
deci

of | 2ev/ (x+’1—2), z#0 of —2y- e VT w0
ox 0, r=0 Oy 0, T =

Dar %(O,y) =0gsi

. 2 2(w+2) 2(1-1)
lim 2¢~Y"/” <x+y) :limizlimiz—g.o.izo’

z—0
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deci af este continua in (0,y); in concluzie, 6£ este continua peste tot. Analog, avem
7]
a—i((),y) =0si ili% %(m,y) = i% —2y - e~V /e = —2y -0 = 0 deci g—?’; continud in

(0,y), si deci continua peste tot.
d) g(x y,2) = f(1,/x22 + 42 + 22) = f(1, ), unde am notat
B(x,y,z) = /a? + y% + z2. Obtinem

_ (99 99 09\ _ (90f x Of y Of =
gradg_(aaf@y’az)_( )

deci

dg 3g dg Of x> +y>+ 22 of f
d Ly L4t = 2 T = 2 2 2
<gra 9.7 > x(? 6:[/ Z(?z 86 x2 + y2 + 22 aﬂ * Y z aﬁﬁ

1I. Z o)’ z € Ria,8 € R. a) Fie a, = m Calculam raza de

convergen‘ga p a seriei. Avem

1
(n+1)"(In(n+1))8

n \“" Inn b
n—oo \ n + 1 In(n+1)

deci raza de convergenta este p = % =1.

an+1
Qp

lim

n—oo

= lim
n—oo

n%(ln n)ﬁ‘ =

b) #=0= a, = . Intervalul de convergenta este I = (—p, p) = (—1,1).

oo ~ . .
—1)» convergenta, « > 0 (Leibniz)
i) Pentru z = —1 avem E % = {

divergentd,  « <0 (crit. de necesitate).

n=2
— 1 convergenta >1
ii) Pentru z = 1 avem Z — = { divevrgegnté ’ Z <1
n=2 ) —
In concluzie, distingem cazurile:
e dacid o < 0 atunci M = (—1,1);
e dacd 0 < o < 1 atunci M = [-1,1);
e dacid a > 1 atunci M = [-1,1].
i x" 1
¢) Dacd a = 1, atunci obtinem ——, deci a,, = .
“— (In n)h " (Inn)P

Intervalul de convergentd este I = (—1,1).

)

1)» convergenta, (> 0 (Leibniz)
e Pentruz = —1, avemz (=1) = {

(Inn)? divergentd, (B < 0 (crit. de necesitate).
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=1

e Pentru z = 1 avem Z —— = divergent, V8 € R, deoarece pentru g < 0,
“— (Inn)s

1
rezulti, lim (Inn)? =oc0 #0si > 0= lim (lnln)B = 00 # 0 si conform criteriului
n—oo n—oo =

n
[e ) oo

de comparatie ——— are aceeasi natura cu —, care este divergenta.
b (1 )B )
nn n

n=2 n=2

In concluzie, avem cazurile:

e daca 8 > 0 atunci M = [-1,1);

e dacd f <0 atunci M = (—1,1).

1 1
d) Z " = == pentru |z| < 1; rescriem egalitatea: Z "l = 1= x| <1
n>0 n>1

si integrand, obtinem

¥ | "
E n—1 _ E —
n>1

n>1
— 1
deci f(z) = —In(1—=x), Dy = (—1,1). Se observa ca pentruz =1, f (1) = Z — este
n
n>1
- 1
divergentd, iar pentru z = —1, avem f(—1) = Z(—l)" - — convergentd si domeniul
n
n>1
maxim de definitie este [—1,1).
—cost sint 0
IIT. A= | sint cost 1], a€R, teR. a) Avem

0 1 a

Ker T # {0} < det A = 0 < —acos®t + cost — asin’t = 0 < a = cost.

b) Pentru ¢t = 7, a = cosm™ = —1 determindm Ker T'; ecuatia T'(x,y,z) = Ogs se
z=0 =0
rescrie { —y+2=0 & { ~,deci
y==2
y—z=0
Ker T'={(z,y,2) |z =0,y = 2} = {(0,¢,¢) | t e R} = L((0,1,1)).

Determindm Im7T. Din egalitatea T'(x,y,2) = (z,—y + 2,y — 2) = (o, 8,7) rezulta
v = —f; deci

ImT = {(Ol,ﬁ,’}’) | Y= _ﬂ} = {(t787 _S) | t,s € R} = £((1a070)’ (0’ 1, _1))'

010
c) Pentrua=1,t= 73 avem A= |1 0 1|. Polinomul caracteristic al acestei
0 1 1
-2 1 0
matrice este  Pg(A\) = det(A — A3) = |1 =) L | =M+ +2)0-1.
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Rezolvam ecuatia caracteristicd Py (A
JA) = 3N+ +2=0 A€ {
tabelul Rolle

) = 0. Fie g(\) = =23 + A2 + 2\ — 1. Atunci
L ﬁ} Dar g (&‘[) = _7i14f deci avem

27

1-V7 1+V7
x —00 —+00
3 3
(@) | +o0 —7 =147 —74+ 147 -
g 27 27

deci ecuatia g(A\) = 0 are trei solutii reale, A\ € <foo7 1_3\ﬁ), A € (1_‘ﬁ H‘\ﬁ),

A3 € <1+3‘ﬁ,+oo). Se observa ca g(—2) =7 >0, g(—1) = -1 < 0, iar g(0) = -1 <
0,9(1) =1>0,9(2) = =1 <0, deci \; € (—2,-1),A3 € (0,1), A5 € (1,2).

d) Polinomul caracteristic al matricei A este P()\) = —(A2=1)(A—a), deci valorile
proprii sunt {£1,a}. Distingem doud cazuri: (i) dacd a € R\{£1}, atunci matricea
este diagonalizabila (valorile proprii fiind distincte, multiplicitatile geometrica si alge-
bricd ale acestora coincid); (ii) @ € {£1}. In acest caz, pentru valoarea proprie dubli

—costFa sint 0
A = a, matricea A — alz = sint cost—a 1 | are rangul 2 (minorul de
0 1 0

ordin doi din clotul dreapta-jos este nenul), deci multiplicitatea geometrica este 1, mai
micd decat cea algebrica (2, valoarea proprie fiind dubla), deci in acest caz A nu este
diagonalizabild. In concluzie, A este diagonalizabild dacd si numai dacd a € R\{£1}.

e) Pentrua=1,t =% avem (A+I3)'%- (A —I3)*> + A. Avem P4()\) = det(\5 —
A) = A3 — A2 — 2)\ + 1. Folosind teorema Cayley-Hamilton, rezultd Pa(A) = O3 =

A3 — A2 —2A + I3 = Oj, deci (A + I3)(A — I3)? = A si, prin urmare, rezulta

(A+ )10 (A - 132+A (A+ L) A+ A= (A+ 1) =
1 1 0 2 2 1\° 11 9 13 11 2 21
=1 1 1 2 3 2 121918 12 19 18 2 3 2=
01 2 1 3 5 13 26 32 13 26 32 1 3 5
2 21 2 21 13 11
=12 3 2 2 3 2] = 12 19 18
1 3 5 1 3 5 13 26 32
IV. a) f(e1(y,2),y,2) = 0. Derivand in raport cu x, obtinem % . 86% +
_ﬂ _ﬂ a c
ay = 0, deci % = %zy a H(b,c) = % Analog, rezulta —(a c) =
_8 a,o,c
ﬁ, %( 72(7;) de unde, prin inmultirea celor trei egalitati, rezulta
relatia 925 (b, ¢) - %22 (a,¢) - %2 (a,b) = —1.
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b) Avem F(z,a,b) = " +ax+b. Verificim conditiile teoremei functiilor implicite:

F(1,1,-2)=1+1-2=0

OF OF
gy =T ta= (L1 -2)=T+1=8%#0
F € C'(R3%;R).

Rezultd cd exista Uy € V((1,-2)) si Vo € V(1) si o unica functie ¢ : Uy — Vp astfel
incat

p(l,-2)=1

F(‘)O(C% b)v a, b) = 07 \V/(CL, b) € UO

v € CY Uy, Vo), = p(a,b).

¢) Din relatia F(p(a,b),a,b) = 0, prin derivare in raport cu = rezulti 2 oL (2,a,b) -

%“j(a, b) + %—Z(z,a, b) = 0, deci obtinem
aﬁ(a ) = ~Ga (@, b) -z —p(a,b)
da " %I; (z,a,b) T8 +a TeS(a,b) +a
890( ,b) = Bb (1’ a b) -1 -1
b a 9L (2,a,b) C TxS4+a TeS(a,b) +a’

d) F(z,1,-2) = 0 & 2" +2 —2 = 0. Notand g(z) = 27 + 2 — 2 obtinem
g (z) = 72% +1 > 0, Vz € R; ¢ fiind continua si strict crescitoare pe R, rezulta ci
ecuatia g(x) = 0 are solutie unica si se observa ca aceasta este x = 1.

e) Folosim metoda contractiei: se observd ci ecuatia se rescrie sub forma

w(z® +0.99) = 2.03, deci # = 295 Atunci functia g : [1.004,1.008] — R,

g(xz) = IG%}% este o contractie. Prima iteratie folosind valoarea initiald xo = 1.004,
este x1 = g(zo) ~ 1.0078.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2003-2004

I. a) Functia f(x,y) = arctg (z+y) se dezvolta in serie Taylor in jurul unui punct
(zo,90), f(z,y) = f(x0,y0) + df (z0,%0)(x — To,y — Yo) + Ry, unde

Rf = %de(§1a§2)(x — X0,y — yO)Qa 51 € (Z‘,l’o), 52 S (yayO)

Avem —£ a—f = m, deci
d _ - - o —
f(m07y0>($ Zo,Y — yO) 1+(£C0+y0) ( +y Zo yO)a
r*f rf  Pf  Pf 2z +ty)

0c2  Ox-0y Oy-0r P2  [1+(z+y)?2
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deci

d2f(§1>§2)($ —To,Y — y0)2 = —2 +8) 2 (x4+y—20 — y0)2,

[+ (61 + &2)?
Atunci, pentru (zo,y0) = (0,0), rezultd f(z,y) =0+ +y + Ry, unde

_2<£1 +§2) ]2(w+y)2’ fl e (3’3,0>7 52 € (y,O)

A T

si deci

2
f(x,y):x+y:>|f(:v,y)—x—y|:m%l—&-gz<x2+y2, Vﬂc,yER«

£ 1 1
b) g(z) = /0 (arctg (t) + 1+t2> dt = ¢'(z) = arctg (z) + o Dar ﬁ =

s 1 e 2n+1
nz_()(_l)n ' xQn, deci arctg (37) = / md.’ﬁ = ;(-1)” ;n n 1 . Rezulta
> 2n+1 o 2n+1 2n+2
’ — —1)" 2n £ _ —1)" x z .
g() ;( ) (w o) T 9@ ;( "\mrit @mrnen o

¢) Folosind punctul b), rezulta
1 1 o 2n+1 2n42
x x
r)dr = -1)" + de =
/0 9(x) /0 T;)( ) <2n—|—1 (2n—|—1)(2n+2))

N 1 1 _
=21 <(2n FDEn+2) @it DEn+ 220+ 3)) N

n=0
7i(71)n 2n + 4
o 2n+1)(2n+2)(2n+3)
Dar
2n+ 4 9 1
1 = — 100(2 4 2 1)(2 2)(2 .
(2n+1)(2n+2)(2n+3)< 0 700 & 00(2n +4) < (2n+1)(2n +2)(2n + 3)

Inegalitatea este falsi pentru n = 4 (1200 £ 990) si este adevaratd pentru n = 5
(1400 < 11-12-13 = 2716), deci aproximarea corecta se realizeaza cu primii 5 termeni
al sumei.

II. a) Relatia din enunt se rescrie
P2+ A+ 22+ 1 (2 -2+ 202 + (2 +1)2 =4,

de unde rezultd (z +1)2 <4 —2<24+1<2¢ -3<2<1&2€[-3,1].

b) Aducem ecuatia cuadricei la forma canonicd (redusi)

(z—2)?% v (2+1)?
1 2 A ’

(x—2)2+2y2+(z+1)2:4(:>
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X=xz-2
deci efectuand translatia de reper Oxyz — OXY Z data de relatiile Y=y
Z =z+1,

2 . . . .
se obtine 1n noile coordonate ecuatia redusa )i + Y2 + ZT = 1, ecuatia unui elipsoid

de rotatie cu axa de rotatie OY.

¢) Fie  + 2y — z +a = 0 un plan paralel cu © 4+ 2y — z = 0. Impunem conditia ca
(r—2)2+292+(2+1)2=4
r+2y—z—a=20

in prima ecuatie, gi obtinem

sistemul ce descrie intersectia cuadricei cu planul {
sa aiba solutie unica. Substituim y =

322 +2(2a — 2z +4) + 322 — 2ax — 8x + 2 +a%? = 0.

atz—x
2

Solutia z este unica in cazul in care discriminantul ecuatiei este nul, deci atunci cand
82% — 4x(a + 5) + 2(a — 1)? = 0. Anularea discriminantului conduce la relatiile:

A =0s4a+5)?2-16(a—1)?=0e3(T—a)la+1)=0=ac {-1,7}.

Distingem cazurile:

i) Dacd a = —1, atunci = =18 = 1; 2 = 0, y = —1, deci punctul (1,—1,0).
ii) Dacd a = 7, atunci ¢ = —‘112 =3;z= —Tu = —2; y = 1, deci punctul (3,1, —-2).

II1. a) f4 € L({f1, fo, f3}) d.n.d. existd a,b,c € R, nu toate nule, astfel incat

fa=afi+bfatcfs e afi +bfs+cfs —1=0,

deci curba se afla in planul 71 : ax+by+cz—1 = 0, care nu trece prin origine, deoarece
0(0,0,0) nu satisface ecuatia planului. Familia {f1, fa, f3} este liniar dependenta
< Ja, 8,7 € R, nu toate nule, a.l. afi + Sf2 + vf3 =0, deci curba se afla in planul
my : ax + By + vz = 0, care contine originea (O(0,0,0) satisface ecuatia lui 72).
Deci curba este inclusa in dreapta A = w1 N o, aflata la intersectia celor doua plane
distincte (O € ma \ m1).

b) Construim un drum parametrizat a(t) care sa uneasca P cu . O alegere
posibila este segmentul ce unegte cele doua puncte,

PQ) IQQ:ygl:Z;/g/g’:t?xe[zzu,

care admite parametrizarea a( )= (2t +2,3t+1,(7t +1)/3), t € [0,1]. Viteza pe

acest segment este o (t) % iar lungimea sa este

2 166
l—/ 22 4+32 4+ 7 dt = 16

Altfel. Lungimea [ este distanta dintre punctele P(2
=d(P,Q) = \/(4—2)2+(4—1)2+(§_§)2 — Y166
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IV. a) Se verificd direct c& transformarea f este liniard. Prin calcul direct, obtinem
27
f)@) = [ +singe - 1) plt)dt =
0

2 2m
= / o(t)dt + / (sinz - cost —sint - cosz) - (t)dt =
0 0

27 2m 2m
= / p(t)dt+sina - / cost - p(t)dt + cosx - (— / sint - ap(t)dt) =
0 0 0

Iy I Is

=1+ I -sinx+ I3-cosx, Ii,Is, I3 €R,

deci Im f = {Cy + Cy -sinx + C3 - coszx | C1,Co,C3 € R}, si deci 0 bazid in Im f este
{1,sinz, cosx}.

b) Folosind punctul a), avem ¢ € Ker f < f(p(x)) =0,V € [0, 27], adica
I+ 1y -sinx+I3-cosx =0, Ve € [0,2n] & I, =0,15 = 0,13 =0,

deci
fOQTr p(t)dt =0, fo% o(t) - costdt =0, f0277 o(t) - sintdt = 0.

Atunci, folosind dezvoltarea in serie trigonometrica Fourier, rezulta

Ker f = {(p € C0,27]

o
o(t) = Z(an cosnt + by sinnt), an, b, €R, n > 2} .

n=2

¢) Pentru A = 0 (valoare proprie), subspatiul propriu este Ker T. Pentru o valoare
proprie A # 0, un vector propriu ¢ asociat valorii proprii satisface relatiile echivalente:
flo)=dp = %f(cp), deci ¢ € Im f = Ja, b, ¢ € R nu toate nule, astfel incat

p(x) =a+bsinx + ccosz, Vo € [0.27].
Atunci egalitatea f(¢) = Ay se rescrie
2m 2
/ (acost + bsint cost + ccos® t)dt - sinx + / (asint + bsin®t + csint cost)dt =
0 0
= Aa + bsinz + ccosz), Vx € [0, 27].

Identificand in egalitate coeficientii familiei liniar independente {1, sin x, cos z }, obtinem

relatiile:
2
= Xa
0

(at
27 . 2m oy sin2e (27 2ma = Xa a(A—2m) =0
—|—b% +c—2 =\b PN mc = \b & Ab—7mec=0
0 0

27

—bcost
0

27

+ csint
0

(asint
0 b = Ac Ac—mb = 0.

(—a cost

2m t_sin2t |27

+ b5
0
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Se disting cazurile:
i) a = 0. Subcazuri:
e b=0= Ac=0. Dar s-a presupus A # 0 deci ¢ = 0 = ¢ = 0, posibil.
o b # 0= )= 7°. Folosind ultima ecuatie, rezulta

A= esc=+b= )=+
Pentru A = 7 avem
b=c= ¢(t) =b(cost +sint), b € R,

iar S\—, admite drept bazi vectorul {cost+sint}. Pentru A = —m avem b = —¢, deci
©(t) = b(cost —sint), b € R, iar Sx—_, admite baza {cost — sint}.
e a # 0 = X\ = 27. Ultimele doua ecuatii conduc la

2b=c¢
{ % —b Sb=c=0,

deci p(t) = a, Vt € [0,27], iar Sx—2, admite baza {1}.
In concluzie, f admite valorile proprii Ay = m, Ay = —m, A3 = 2, iar bazele
subspatiilor proprii asociate sunt:

By ={cosx +sinx}, Bs={cosz—sinz}, Bsz={1}.

Se observa ca toate cele trei subspatii proprii sunt incluse in Im f = L({1,sinz, cosz}).

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2004-2005

arctg (z*+y?)
T x2442 Zz, ’
I a) f(z,y) = vy’ (@) # ( . Obtinem succesiv:
L, z,y) = (0,0
arctg (r?) 1
7] 0 0,0 - tg (z%) — 22 §
J(O,O) —hm f(mv ) f( ) ) _]1m J,‘Q —h arcg(x) z %
3(E x—0 X x—0 X x—0 1’3
s lim 2 2 2 lim o
z—0 3z2 3 2—0 (1 + z4)
arctg (y*)
0 0,y) — £(0,0 -1
9 0,0) = tim L0V SO0 ) T 770
8y y—0 Yy y—0 Y
Fay)—f0,0)—0—0 T
_ [@y)-f(0.0)0-0-0 _ "2y ; 2 1 2 =
b) a(z,y) = Tt = o Atunci /22 +y? =t — 0 pentru
x — 0,y — 0 (¢t > 0). Deci, folosind un rationament identic cu cel de la punctul a),
arctg (¢*)
lim a(z,y) = lim — B~ —0, deci f este diferentiabils Fréchet in (0, 0).
z,y—0 t—0 t
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72 2x-(224y?)— arctg (22 +y?)-2z

1
¢) Pentru (z,y) # (0,0), avem 2L = 2=+ CETRE , deci
notand t = z2 + y2, obtinem:
2 2

) _ _ 71+?zjfy2)2 — arctg (22 + %) _ Tom — arctgt §

lim = = lim 2z - lim 5 v = lim 2z - lim 5 =

e IO e R s (z% +y?) e I ) t

o 1+42—262 1

5 —t 0

S0 i (A 1R =0-lim——>3>=0-0=0= —f(0,0),

=9 2t =0 (1+12) Oz
deci % este continud in (0,0). Analog, %ch este continud in (0, 0).
d) Fie h(z) = arctg x = h/(x) = ﬁ Dar
L _ i (=D)" -z, |z| < 1= L _ i (=)™ -2, |zl < 1
1+ ’ 1+ 22 ’ ’
n=0 n=0
iar
0 2n+1 > (_l)n
x
tg x = " . |z| < 1= arctg (22) = g2 ] < 1.
arctg x ngo( ) 1 || arctg (z°) T;JQHJrl x ||

< = an+1
;(2n+1)(4n+1) S

(—1)"

serie de puteri cu coeficientii a,, y- Determinam raza de convergenta,

= @n+1)(dn+1

n . 2 3)(4 5 9 .
lim |2 = lim (2n.+3)(4n +5) = 1. Intervalul de convergenta este deci
n—00 | Apt1 n—oo | (2n 4+ 1)(4n + 1)

- 1

~1,1). Dacd = —1, atunci seria » (—1)"*". t ta
(-1,1) aca x , atuncl seria nzo( ) @n+ D@En+1) este convergenta
conform criteriului Leibniz. Analog, pentru z = 1, seria nzzjo(—l)" . m

rezulta convergenta. In concluzie, multimea de convergenta este [—1,1].

%) _yn .
e) Avem ¢g(1) = 20~m. Atunci

(="
(2n+1)(4n+1)

<1073 & (2n+ 1)(4n + 1) > 1000 < 8n% + 6n + 1 > 1000 =

-3+ v/8001
= 8n? +6n —999 > 0 & nGNﬂ<+8,oo><:>n€{11,12,...}.

IL. a) f(x,y,2) = 2™ +y" + 2" — 32y + 2% — 22. Aflim punctele critice ale functiei
U —p.gn=l—3y=0
oxr — Y=

f, acestea satisfac sistemul: % =n-y" 1 —32x=0 . Distingem cazurile:

%:n~z"’1+22—2:0
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1-3y=0=y= %
i) Dacd n = 1, atunci 1-3r=0=>x= % , deci A = (%,%,%) este punct
22—1=0=2=1
0 -3 0
critic. Matricea hessiand In acest punct este Hy = -3 0 0 |, deci
0 0 2
111 du
Efl 5,5, =) =z, dy,d2)H; | dy | = —6dvdy + 2d2,
3'3°2 d
z
deci A nu este punct de extrem.
20 — 3y =0
ii) Dacd n = 2, atunci 2y —3x =0 , de unde B = (0, 0, %) este punct critic,
4z2—-2=0
2 -3 0
iar matricea hessiana in B este Hy = | -3 2 0 |,iar
0 0 4

1 3.\ 5
ﬁf@ﬁ?>:Mﬁ+mf+Mf—meﬂ<M—2@>—2@ﬂ4M?
Aceasta forma patraticd nu are semn constant, deci B nu este punct de extrem.
322 — 3y =0=y = 22
iii) Dacd n = 3, atunci { 3y? —3z =0 &z € {#} = {z12}.

322422-2=0
Din primele doud ecuatii rezulta z* — 2 = 0, cu solutiile posibile z = y = 0, sau
x =y = 1. Matricea hessiana este:

6x —3 0 0 -3 0
Hi(z,y,z) = -3 6y 0 = H;0,0,z1)=| -3 0 0 ,
0 0 6242 0 0 621+2
deunde rezultd C; = (0,0, z1) nu este punct de extrem. Analog, Cy = (0,0, 22) nu
6 -3 0
este punct de extrem. Avem Hy(1,1,21)=| -3 6 0 deci

0 0 6z+2
d®f(1,1,2z1) = 6dz? + 6dy? — 6dxdy + (621 + 2)dz =
= (v/3dx — v/3dy)? + 3dx® + 3dy?* + (621 + 2)dz% > 0,

deci C5 = (1,1,21) este punct de minim local. In al patrulea punct Cy = (1,1, 29)
6 -3 0

avem: Hy(1,1,z0)=| -3 6 0 , deci
0 0 6z0+2

1 9
d*f(1,1, 2) = 6dx?+6dy* —6dxdy+(620+2)dz* = 6(dx—idy)2+§dy2+(622+2)d22.



106 Rezolvari - anul 1

Dar 62 +2 = —2V7 —2+2 = —2y/7 <0, deci d?f(1,1, 22) nu are semn constant i
deci (1,1, z2) nu este punct de extrem. In concluzie, nyi, = 3.

b) Avem f(0,0,1) = 0, iar pentru n = 4,
fley,2) =0=a' +y* +2* 3oy +2° - 22 =0. 2)

Notadm z = z(x,y) si derivam (2) in raport cu x. Obtinem:

0z 0z 0z
428 +423. 2 3y 492:. 2 9. 2 g 3
S ox y+ez ox oz ’ 3)
de unde rezulta % = 433;7;:;. Derivam (2) in raport cu y si obtinem:
0z 0z 0z
TR Py WD PR D) 4
R T ARy 9y = (4)
de unde rezulta 67: = Q;ﬁ%. Punctele critice ale functiei z(x, y) se obtin rezolvand
sistemul:
0z 4z
oz 0 3y — 4% =0 V=3
=4 =4
9% _, 3z — 4y? =0 gy 2562° _
oy 21
Din a doua ecuatie obtinem: x (3 — %) =0&2zc {O, i@} Punctele stationare
sunt deci: (0,0), (‘2[, \{), (—@,—?).
¢) Derivam (3) in raport cu z si obtinem
92\? 9%z Pz 0%z
1222 +122%2 . [ == 43. 52 4o, —-2—2 =0,
v <3x)+z 82+ C922 T a2
1222 -1222.(22)%— 2
deci % i 1iz3J(r2z)2 2(8) . Derivam (3) in raport cu y si obtinem
192,92, 02 L yn P2 g5 02 02, O, 0%
Oy Oz Oxdy Oy Oz oxdy ~oxdy
98z 92 (6,2
deci aizazy =2 2253%2(12“) Derivam (4) in raport cu y; rezulta
122 41222 (& 2 +4z 20 Lo(%: 2+2z%—28722*0
4 ay B2 dy a2 “oy2
deci giyi = 453(_5_22) ;6 D Atunci 22 (0,0) = 0-dz*+0-dy*+2- 2dady = 3dxdy,

si deci (0,0) nu este punct de extrem pentru z(z, y).

IIT1. a) Matricea A = %(B + B?) este simetrica, deci toate radacinile polinomului
caracteristic sunt reale. Fie A o valoare proprie pentru A. Atunci Ax = Az si deci
Qz) = XTAX = AX!'X >0 1 >0.
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5 3 =5 5 2 —4
b) Pentru B = 1 8 1 |, rezultd A = 2 8 2 |. Polinomul
33 5 4 2 5

caracteristic al matricii A este det(A — A3) = —A(A—9)2 =0, deci \; =9 (ur, = 2)
§i A2 =0 (pa, = 1). Determinam subspatiile proprii asociate valorilor proprii. Pentru
A1 = 9, sistemul caracteristic asociat este

—dx+2y—4z=0

-4 2 —4 a 0
2 -1 2 b = 0 | Q¢ 22—y+22=0 &
-4 2 -4 c 0

—dr+2y—42=0
& b=2a+2c a,ceR & (a,bc)=(a,2a+ 2¢c,c)=c(0,2,1) +a(1,2,0), a,c€R.

0 1
Alegem vectorii proprii liniar independenti v; = 2 |, v = 2 |. Pentru
1 0

Ay = 0, avem

5a+2b—4c=0

5 2 —4 a 0
2 8 2 b = 0 & a+4b+c¢=0 &
-4 2 5 c 0

—4a 4+ 2b+5c =0
Sa=c=-2b beR & (a,b,c)=(—2bb,—2b) =b(—2,1,-2), be R.

Alegem vectorul propriu vz = (—2,1, —2)*. S-a obtinut astfel baza diagonalizatoare a
matricei A datd de B = {v1, va,v3}, a cirei matrice modald (matricea de schimbare la

0 1 -2 9 0 0
baza diagonalizatoare) este C = | 2 2 1 |,iar D=C7tAC=1| 0 9 0
1 0 -2 0 00

este matricea diagonala.

¢) Ortogonalizam baza primului subspatiu propriu, apoi normam reuniunea bazelor

t
celor doua subspatii. Obtinem: v’ = ﬁ = (0, %, %) si

B = Vo — (v1,v2)
R )

4 2 —4\'
cUV1 = (1,2,0)t — g . (0,27 ].)t = (1, g, 5) H (5,3,4)t,

deci

, 1 (5 2 —4>t , w3 (21 2)t
V2 = ——= Vo = s s , V3 = = —o, =, —2 .
P lwll T \ovB ovE ovE) T T sl 33" 3

B
win

4

Baza ceruta este B’ = {v1, v2’, v3'}, iar matricea modala este C’ =

|
N

Sishe
©
S
W=

©
S
wln
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d) Avem
5 2 —4 T T
¥ (x,y,2) 2 8 2 y | +(10,4,8)| v | —-22=0«
—4 2 5 z N z

A

& 522 + 8y? + 522 + 4wy — 8xz + 4yz + 10z + 4y — 82 — 22 = 0.

. NP . . A A
Cuadrica este degenerata fara centru de simetrie, deoarece det ( A 212 ) =0
-

si det A = 0). Pentru a afla ecuatia redusd a acesteia aplicim metoda valorilor
proprii. Efectuiim schimbarea de coordonate (rotatia de reper Ozyz — Oxz'y’z’ de
x =5y /95 — 22'/3

matrice C') X = C'X' & ¢ y=22'/V5+2y/9V5+2'/3 , unde X = (v,y,2)t,
z=2a'/\5—4y' /95 —22'/3

X' = (2/,y',2')t, iar C’ este matricea de la punctul c. Inlocuind X in ¥, se obtine

¥ y'? 4+ 45y + 922 — 22 = 0, care prin restrangerea patratului in y’ devine:

922 + (v 4 2v/5)? = 42. In urma translatiei de reper Oxz'y'z’ — O"x"y"2" data de
./I;N — ZL‘/

2

952 y// d . b .
LR T m = 1, deci se obtine

relatiile ¢ y” = v’ +2v/5 , ecuatia cuadricei devine
ZII — Z/

un cilindru eliptic cu generatoarele paralele cu O"z".

IV. a) f(z1, 22, 23) = (r1cos+x38in0—1,290+1, —x1 sinf@+x3cosf—1). Avem

I1f (@) = f)ll, =
= ||(z1 —y1) cosO + (x3 — y3)sin b, x2 — y2, —(r1 — Y1) sinf + (x3 — y3) cos ||, =

= /(x1 — 41)2(cos2 0 + sin? 0) + (x2 — y2)2 + (z3 — y3)2(cos? @ + sin? 0) =

=@ —y1)? 4 (22 —y2)? + (z3 — y3)? = ||z — y|2.

b) Obtinem

f(z) = (x1cos0+x3sinf — 1,29+ 1, —z1sinf + xgcosfd — 1) =

= (z1cos0 + z3sinf,xo, —x1 sin @ + 3 cosh) + (—1,1, —1),

deci f(x)! = R(z1,22,23)" +V, unde R = ( %’ ?még) iar V = (711>_

—sin6 0 cos 6 -1

¢) Polinomul caracteristic asociat matricei R este
cosf — X\ 0 sin 0

P(A) = det(R — Al3) = 0 1—A 0 = (1= X)(A? = 2Xcosf + 1).
—sinf 0 cosf — A

Deci P(A\) = 0 & X € {1,e*}. Determinam subspatiile proprii pentru complexificata
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RC a transformarii R. Pentru A\; = 1 obtinem sistemul caracteristic

cosf—1 0 sin 6

a 0 (cosf —1)a+csind =0

0 0 0 b =10 | & ) (cos )

—asinf 4+ c(cosf —1) =0
—sinf 0 cosf—1 ¢ 0

Sa=c=0; beR < (a,b,c) =(0,0,0) =b(0,1,0), b € R.

Alegem vectorul propriu generator v; = (0,1,0)%. Pentru Ay = cos @ + isin 6§, avem

—isin @ 0 sin 0 a 0
0 1— e 0 b =1 0 | < (a,b,¢) =(a,0,ia) = a(1,0,i), a € R.
—sinf 0 —isinf c 0

Alegem vo = (1,0,4)" vector propriu. Pentru A3 = X = cosf — isinf, alegem
vectorul propriu vz = vy = (1,0, —i)!. S-a obtinut baza Bes = {v1,v2,v3} a spatiului
C3, formata din vectori proprii ai endomorfismului R® (complexificata transformarii
liniare R). Se observa insd ca R este transformare liniara reald, endomorfism al
spatiului vectorial real R3. Distingem urmitoarele cazuri:

e Pentru § € R\{kn | £ € Z}, R admite o singurd valoare proprie A\; = 1 cu
vectorul propriu generator al subspatiului propriu asociat v; = (0, 1,0)?.

e Pentru € {2kn | k € Z}, avem R = I3, iar A\; = 1 este singura valoare proprie
(tripla, puy = 3); R? este subspatiul propriu asociat, o bazi a acestuia fiind cea
canonicd, {e1, ea, e3}.

-1 0 0
e Pentru § € {(2k + )7 | k € Z}, avem R = 0 1 0 |, iar valorilor
0 0 -1
proprii Ay =1, A2 3 = —1 le corespund respectiv vectorii proprii generatori

wy = (0,1,0)", w3 = Re(vy) = (1,0,0)%, w3 = Im (vy) = (0,0,1)".

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profilele electric i mecanic(baraj), 2004-2005

I. a) Fie A valoare proprie pentru A. Atunci

_ HAX] _ Al - 11X

AX =X = [JAX]| = ]\ |X]| = A = A2 < = ||l
[1X1] [1X1]
4
Alegem ||4]| = ||Alloc = max Zlaij| = max{11,17,23,23} = 23, si obtinem
j=1

I\ < 23.

b) A este autoadjuncta. (evident)
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¢) A este pozitiv definitd deoarece: Ay =6 > 0 si

6 2 6 2 -3 ) 3 _53 (1)
Ag = =50>0,A3=2 9 5|=369>0, Ay= > 0.
2 9 3 5 13 -3 5 13 -2
0 1 2 20
II. a) Polinomul caracteristic al matricii A este
-2 1 0 0o ... 0 0
0o —-x 1 0o ... 0 0
det(A—AL,) =|... ... ... .. ... ... =
0 0 0 0 ... =A 1
a; Az a3 Qg ... Gp—1 A — A
-A1 00..0 0 -2 1 00.. 0 0
0 =x10..0 0 0 =X1 0. 0 0f o,
s st e wsen o= DA A
0O 0 0 0 .. 0 =X ay az a3z a4 ... AGpn—1 an
Dezvoltand determinantul dupa ultima coloana, obtinem
-2 1 0 0 0 0
0 —-x 1 0 0 0
0 0 0 0 -2 1
aq a2 as a4 ap—1 Qap
-A1 00.. 0 0 21 00. 0
S L N P R T
ai a2 asz a4 @l an—1 00 0 0..=A

deci A, = —A,_1 + a,(=1)""1A""L Rezulta relatiile

Ap = =Dy + ap(—1)n— 1A~
An—l = *An—Q + an—l(*l)n72An72

Ag == —AQ + a3(—1)2)\2.
Amplificand Ay, cu (—=1)"7* (k = 3,n) si sumand, rezulti
Ap=(=1)"2A0 + (=D Ha A"+ an 1 A2 4 Fas)?).

-2 1

= —MXag + aq, deci
ap a2

De asemenea, avem Ay = ’

det(A=AIL,) = (=1)" N+ (=) La, N (1) Las A2 (= 1) Lag A2 4+ (—1)" " 2ay.
Prin urmare,

det(A—ML,) =0 X"+ a, "+ 4 azgA? + a)\? +a; = 0.
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Notand radacinile polinomului cu A1, Ag, ..., A,, multiplicitatile acestora satisfac relatia
(fix, + piny + -+ px, = n). Pentru A = \; obtinem sistemul caracteristic

-1 0 0o ... 0 0 o 0
0 -x 1 0 ... 0 0 !
(65 0

0 0 0 0 ... =X\ 1 a, 0
ai as as aq Ap—1 an—)\i

agz)\ial

013:)\120(1
54 54

a, = )\?71041
aia + agAjog + -+ - + an_1>\?_204n_1 + (an — )\i))\?_loq =0

< aj(ar + aghi + -+ an71)\?72 + (an — )\i))\?fl) =0.

Notand A; = (a1 + ag); + ...), sistemul are solutii doar dacda A4, = 0. Subspatiul
propriu asociat valorii proprii \; este

Sy, = {(a, Mia, N2a,..., \'"ta) | a € R}.

b) Polinomul caracteristic este: A% —asA? — agA + a1 = 0. Relatiile lui Viéte
conduc la rezultatul dorit:

a3 =AM +X+A3=14+1+4=6 1 0
—az =M+ A3+ A3 =1+44+4=9 :>a1——4:>A—<O 0 1).
—a1 = AAA3 =4 6

III. Derivata functiei F' are forma

Fly) = Infl + (a+9)%°"]  In[l+ (a—y)°y’ N /‘”y 1 2%
a—y

y2 y2 1+$2y2 £62
a 2, 2 a 2 2
ln(iigajzgzzz) +/a+y 2y d ln(iigatz;zz2> +2 t ( ) ety
= T = arctg (zy =
y? a—y 1+ 2%y y? e—a—y
1+(at+y)3y?
In (T )

2 + 2arctg (ay + y°) — 2arctg (ay — y°).

IV. Curba de intersectie este:
Yy2 2
224+ y2+22=6 z=—(z+y) (x+ %) +y7:1
& ) ) & 3 4
r4+y+2=0 ¢ +y +zy=3 T4y+2=0,

deci avem un cilindru eliptic cu generatoarele paralele cu axa Oz intersectat cu un
plan oblic (vectorul normal i = i+ j+k |f k), prin urmare o elipsd. O parametrizare a
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y = 2sint

acestei elipse este: { x = v/3cost —sint , t € [0,2n], deci a(t) = (v/3cost —sint,
2= —v3cost —sint

2sint, —v/3cost — sin t) si obtinem succesiv

Q

'(t) = (—/3sint — cost, —2cost,/3sint — cost),
o' (t) = (—V/3cost +sint, —2sint, /3 cost + sint),
o x o =231+ 235 + 23k,

iar elementele Frenet sunt: (i) versorii Frenet

— Q a 2
T =—= —(\fsmt +cost)i + costj + (\fsmt — cost)k,
'l v6 V6 V6 V6

= &' a// 3 -

B = H@/;E@NH = 3 (Z+]+k),

N =BxT 1(' t —V/3cost)i 2 tj + 1(\/gc t+sint)k

= = —(sint — st)i — — sin — ost + sint)k.
V6 V6 TG

. e _ @' xa") _ — 1 : — i i
si (ii) curbura k = = =1 f) = 7 §i torsiunea 7 = 0 (care se obtine prin

calcul direct, sau observand ci « este curba pland inclusi in planul z +y + 2z = 0).
Formulele Frenet se scriu

dT - 1 - =
& _kwN=V6-——N=N
ar = N =6 NG
dN _ _ _
E = —]f’UT-i-T’UB =-T
dB -
% = TUN = 0,
unde v = ||@/|| = v/6. Cautiam valoarea parametrului ¢ asociati punctului A. Din
relatia
(1,1,-2) = (V/3cost —sint, 2sint, —v/3cost — sint),
t=1/2
rezulta sin / , deci t = L. Atunci In acest punct avem elementele Frenet:
cost = /3/2 6
_ - 1 - - -1 1- 2. V3 - 1
Ta= =  Na= 21— —j+ -k Ba T+ +E) S, ka= ——, Ta=0.
{71 = T g7 M= G G gk Ba ST} ke T

2n

[e9) oo n n
:22(—1 2n—|—2 Z n—i—l ) . Dar pentru |z| < 1si|¢| € [0, |z]]

n=1

n—=1
o0
avem L Z 1)"t", de unde prin integrare obtinem
1+t g

S| > vt >
——dt=Y(~1)" - -
/0 T =2 DN xnz:%(

n=0
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In(1 - "
deci In(l +2) = Z(—l)”gci7 |#| < 1. Substituind z — 2%, rezulta
z = n+1
In(1+2?) & x%n In(1 + 2?%)
—_— = -1H" =1+S5()=S7z)=—— -1
e = LNy =S = 5 = T :

Atunci, integrand prin parti, obtinem:

x x 2
/ S(t) dt :/ ln(ltijt)dt—x—klz—%ln(tz—o—l)
1 1

I+/%1 L otdt—xy1=
L ttr41 N

x

—rz+1=
1

= —1In(z? 4+ 1) +In2 + 2arctg t

T

2 ™
=—2In(z®+1)+In2+2arctger — 5 —x + 1.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2005-2006

P et 1
I. a) Notand 22 + y? = ¢, rezultd  lim ——— = lim = lim . Efectuand
z—0 :172 + y2 t—0 t t—0 et
y—0 t>0 t>0

substitutia z = 1, rezulta lim 0= £(0,0), deci f este continua in (0, 0).

z—00 e*
1
P . e =2 . o 1 t2 .3 . t3
b) 8—£(O,0) = hr% s—. Fiet = 1, rezultd thm ettt = thm — = 0. Analog
z—0 % - q —00 —oo e
ine O —
se obtine 77 (0,0) = 0.
¢) Pentru (z,y) # (0,0), avem
1
of e_ﬁ . 7(x2<:y2)2 - 2x - (m2 + y2) — e_ﬁ 2 e vt . 2x (9327;/2 — 1)
e (a2 +y?)* B (a2 +y?)* ’
deci .
e @2 +y? 2p( L1
g = ($2+§;)22+y2 )7 (z,y) # (0,0)
Ox
07 (1'7y) = (0,0)
Analog,
67ﬁ§~2y 1
g = (m2+§;)22+y2 )7 (.T,y) 7& (Oa O)
dy
0, (z,y) = (0,0).
Notand t = @7 rezulta
o o
1 1 e 20 (ke - 1) 1 1 R )
. Of — lim 2z - i _
S0 or oo (@ +y2)? 207 (22 +y2)?
t2(t—1) of

= lim 2z - lim e ? (t—1) -t?2 = lim 2z - lim
a0 t—500 =0 t—oo el ox
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of

deci 3L continua in (0,0). Analog se demonstreaza ca g—f continua in (0,0). Fie

Y

Cfay) — f0,0)—0-z—0-y e

Oé(.lf,y) - .
/x2+y2 ($2+y2) /$2+y2

tvt
Avem l,if}) alz,y) = tli}rn et tvt = lim —\t/ = 0, deci f este diferentiabila Fréchet

=50 t—oo e
n (0,0).
d) e* = i i , deci Inlocuind z — rezults el/** = i l -
_ ! 27 — T pentru
n=0 ;T

. el 0 o1/2? =1 <1
r # 0. Atunci *Zn,~ onio §1dec1/1 5 d —;m'/l $2n+2d$

de unde rezulta

o g1/’ e =N 1 = 1
dr = - = — il _
/1 2z 7Z;)n! —2n—1}; T;n' (2n+1> Zn'(?n—i—l)
II. a) f(x) = arctg (z) = f'(x) = H% = Z(—l)” c2®" = f(x) = Z(—l)”-
n=0 n=0
x2n+1 ) & .,L.Qn-i-l
1 + C,iar f(0) =0= C =0, deci f(z) HZ:O<_ )"~2n+1,x6( 1,1)
b) Pentru z — 1 in egalitatea de la punctul a), obtinem i (=" () =
’ = 2n +1
s
t —
c) f(z,y) = cosz + y? — 2y + 5. Punctele critice ale lui f se obtin rezolvand
sistemul
of .
9p — Snz=0 {sinx()@xe{leréZ}
=
g =2y—2=0 y=1,
Ay

deci punctele critice sunt {(km, 1) | k € Z}. Matricea hessiana H¢(z,y) = (_ c(())sm (2)>
(_1)k+1

0 2
patratica d?f(km, 1) = (- )k+1 dz? + 2dy?. Distingem doud cazuri. Daci k este
par, atunci d?f(kn,1) = —dx? + 2dy?, deci (km,1) nu este punct de extrem. Daci
k este impar, atunci d*f(kn,1) = dz? + 2dy® > 0, deci (km,1) este punct de minim
local. In concluzie, f admite punctele de minim local {((2m + 1)m, 1) | m € Z}.

calculata in aceste puncte este Hy(km, 1) = ( ) si conduce la forma

. . < IV 300 . . <
III. a) Matricea diagonald asociatd lui A este D = (8 0 8)’ iar matricea modala

(de schimbare de bazi) este C = (% _(1)1 —(1)1 ) Au loc relatiile

D=C1'AC = A=CDC'=detA=detC-det D -detC~' =
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b) Cei trei vectori proprii ai matricei A formeaza o bazi in spatiul vectorial R?,
deci A este diagonalizabila.

c) Folosind egalitatea A = CDC™!, obtinem:
A3 = (CDC™H3 =CD3C™! =C-(3D*)C™! =3CD*C~! =3(CDC™1)? = 342,

deci A3 = 3A42.

Metoda 2. Polinomul caracteristic asociat lui A este
PA) = —-(A—0)2(A—3) = =A?2(A = 3) =3)\2 — \%.
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem 342 — A3 = O3 < A3 = 342
IV. a) Obtinem succesiv AB = —2i — 3j — 2k, AC = (u—1)i+ (v — 1) j + uvk,

i j k
-2 -3 =2

ABxAC = =4 (=3uv 4+ 2v — 2)—7 (—2uv + 2u — 2)+k (—2v + 3u — 1).

i 7k
b) Apaop = L |[OAx OB||,iar OAx OB =|1 1 1
-1 -2 -1

=14 —k, deci

||mXOiBH:\/m:\/§:>AAAOB:§~

T=u
¢) Eliminand parametrii v si v din ecuatiile parametrice, obtinem ¢ y =wv
z =14 uw,
deci rezulta ecuatia carteziand z = 1+xy. Efectudm rotatia Oxyz — Ox'y'2’ de axa
z=2L( —y)
Oz = Oz’ ¢i unghi /4, datd de relatiile Y= g (z' 49) » lar ecuatia cuadricei

z=2z

$/2_y/2

devine 2’ = 14 *—

. Translatand originea in punctul O”(0,0,1), deci efectuand
! __ 1
==z
translatia de reper dati de relatiile ¢ 3’ = 3" , ecuatia cuadricei relativ la reperul
Z=2"+1
roto-translatat O”z"y"2" este 22" = 2”2 — 3’2 deci cuadrica este o sea (paraboloid
hiperbolic).

d) Folosind punctul a), conditia de coliniaritate AB x AC = 0, revine la relatiile

—3uv+2v—2=0 3uv —2v+2=0 u=1
—2uww+2u—2=0 & 2u—2=0 & v=1
—204+3u—1=0 Ju—2v=1 uv =0,

sistem incompatibil, deci nu existd u,v € R a.l. A, B, C sa fie coliniare.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2006-2007

y? - sin (%2) y#0;

I. a) Avem f(x,y) = . Atunci
0, Yy = 0
%(a,()) = lim M — lim 0-0 -0
z—a Tr—a rT—a T — a
— 2. gin(% 2
%(CL)@ — lim M — lim yi(w) = lim y - sin(a—) —0.
v y—0 y y—0 y y—0 Yy

_ fep)—f@0)-0@—a)-0y _ YD)
\/a:2+y2 \/z2+y2 :

. 2
y* | sin(25)]

Dar pentru y — 0,2 — a avem |a(z,y)| = Ve <yl - ‘sin (;—2)’ — 0, deci
a?+y
f este diferentiabild Fréchet in (a,0).

c) Avem%:yQ-cos@—;)-%ZQWCOS(%),Z/?&O%

gy = () e (5)- () 2o () 25 ()
— =2ysin|— |+y“cos| 5 | |—— | =2ysin| = |-2—-cos|—= |, y#O0.
Ay y? y? y? y? y y?

2
. . xz c v . NRVIPA
Dar limita lim 2z - cos <> nu exista, deci % nu este continud in (a,0). Doarece

b) Au loc egalititile a(x, y)

2

y—0 y
22 22 2 5
lim 2y - sin (2) —2— - cos (2) nu exista, rezulta ca % nu este continua in (a, 0).
e Yy Yy
II. a) f(x,y,2) =sinx + siny + sin z — sin(z + y + z). Obtinem
of
— = — =0
5 = CO5% cos(x +y+ z)
of
i cosy—cos(z+y+2)=0 = cosx=cosy=cosz=cos(z+y+z).
Y
of
—— = cos z — cos(T + =0
o Sz s(x +y+ 2)

Dar functia cosinus este injectivd pe (0,7) = x =y = 2. Avem

cosx = cos3xr = cosx = 4cos® & — 3cosx = 4cosz(cos’x — 1) =0

de unde rezultd variantele i) cosz = 0 = x = F; ii) cosz = 1 = imposibil; iii)

cosz = —1 = imposibil. Deci singurul punct critic din Dy este (g, ET g) Avem
—sinz + sin(z + y + 2) sin(x +y + z) sin(x 4+ y + z)

Hy = sin(x + y + z) —siny + sin(z + y + 2) sin(z +y + 2)

sin(z +y + 2) sin(z +y + 2) —sinz +sin(z +y + 2)
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-2 -1 -1 A =-2<0
deci Hf(%,%,%5) = [-1 -2 —1]). Dar Ay =3>0 , deci (3,%,5) este
1 -1 -2 Ay=-4<0
punct de maxim local.
sin(———) o gin(l_ 1
b) Avem 5= 3 ) g o Z )
o 1COS( ) COS g A oS- COS g
1 1 1 1 )
sin - - €os =g — cos - - sin = 1 1
S = n+1 n+1 _ to — — ¢
n; cosl cosn%rl n; gn gn+1
Fie
wep () =2 () X (vrm) = o ()

Atunci S = lim s, = hm (tgl— tg < 1>> = tg 1.

n—oo

MN =0i+1j+1k=j+k
M=(1,1,1), N =(1,2,2) ’ N
II1. a) MP=1i+2j+1k=i+2j+k
P: (2’372)7 Q 3’2)1
MQ = 2i+ 15 + 0k = 27 + 27,

N = O

1

1 1
VA{NPQ=6|<MN,MPXMQ>‘=6| 2
1

O = =

1
=-|1+2-4)=-
Sl(1+2— 1)

b) f(z,y,z) =y + 22z = 1. Obtinem % =2z 9 =1, % = 2z, deci

» By
of of of -
3z( 1,3, 1) ay( 1,3, 1) a—y(—l,B,l) = -2,

si deci ecuatia planului tangent cerut este

(x+1)24(y—-3)1+(z—-1)-(-2)=0<22x+y—22+1=0.

IV.a)det(A—)\Ig):’lz)\ 1i)\‘:(1—)\)2—a20:(1—)\)2:a:>a7é0.
. (11 9 A =0
b)a—1:>A—<1 1>:>(1—)\) —1:>{)\2:2.
1 1\ ([« 0 a€eR
Pentru)\10:><1 1)<ﬂ><0>:>a+50:>{6:_a,deunde

(e}
lalv2
—Q
la]v2

. o\ . <
vectorul propriu: ( a) , iar vectorul ales pentru baza ortonormata este
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Pentru Ay =2 = <_11 _11) (g) = (8) = v = € R, deci vectorul propriu

_
(7>, iar vectorul ales pentru baza ortonormata este (77ﬁ> .
Y HIVE

Prin urmare, notand ¢ = sign(a),u = sign(y), avem C = ¢ - u(

<l
Sl
Y

5

<l
eSS
~—_

e, = £1. Dar din conditia de orientare pozitiva, rezulta C; =

S

v2. o v2 cosf —sinf cosh = 2
— 2 2 | _ 5 o
d)C1<_\é§ \?><sin9 COS(9>:> sin@z—g ,deci § =27 — %
V2 V2 . 3
n _[—% —% )\ _ [cos —sind cosf) = —%5= )
1 AnalOga 02 — ( g _\/5) — (Sine COSG ) = { Sine _ ? R deCl

0=m—7F= %’T Verificam ortogonalitatea matricelor:
vz 2 V22 10 : ,
Ct-C é é : _2£ é = (O 1), deci Cy ortogonala;
2 2 2 2
Cs - C Q A O Y (0 1), deci Cy ortogonala.
2 2 2 2
CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2007-2008
I. a) Derivata func‘giei f(z) = arcsinz este f'(z) = 11_1_2 = (1—a%"z2. Dar
B ala=1)---(a=n+1) )
(1—2)* 1+Z p -z, a € R\N, deci

n>1

NN ELIC S B e

-1 (2n —1)!
Efectuand substitutia z — z?, rezultd (1 —2?) ? =1+ Z i S = (),

2n . n'
n>1
on — 1 2n+1
deci f(z) = = + 7;1 on . n' om i1 + C. Dar f(0) = arcsin0 = 0 conduce la
2 _1 2n+1
C =0, si prin urmare f(z —x—i—z 2nn ] an+1.

n>1
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(2n —1)! 1
b) Conform cu a), f(1) =1+ E . Dar f(1) = arcsinl = Z
n | 27
et 20.n! 2n+1

- 1.

1-3-5--2n—1 1 p
deci . _T
em; 2.4-..2n m+1 2

II. a) Avem P:x+2y+22=0; fie M

a,b,c) si M’ = prpM. Ecuatiile perpen-

dicularei din M pe planul P sunt: 3% = ¥ b #5¢ =t. Atunci
r=a+t t—(— —2b—2¢)/9
, . y=2t+b =(8a—2b—2¢)/9
M(z,y,2) : z=2t+c < = (5b — 2a — 4¢)/9
r+2y+22=0 = (5¢ — 2a — 4b) /9.
Prin urmare f(a,b,c) = (8“ 29b e 5b= 2a de Se— 2“ 4b) i, evident, f este liniara.
8a — 2b — 2c =0
Determinam nucleul aplicatiei f: 50 —2a—4c=0 & b=c = 2a, a € R,

5¢c—2a—4b=0
deci Ker f = {(a,2a,2a) | a € R}; o bazd in Ker f este {v; = (1,2,2)}. Fie
y=(y1,y2,¥3), ¥y € Im f. Atunci exista z = (a, b, ¢), a.i.

8a —2b—2c=1
fx)=ye ¢ Bb—2a—4dc=y2 <y =—2y>—2y3, y2,y3 € R,
5¢c —2a —4b=y3

deci Imf = {(2y2 + 2y37y2ay3) | Y2,Y3 € R} = {y2(2> 170) + y3(2307 1) | Y2,Y3 € R}v
prin urmare o bazd in Im f este {vo = (2,1,0),v3 = (2,0,1)}.
8 —2 -2
b) Matricea transformarii liniare f este My = % (—g 5, —54). Matricea reald My
este simetrica, deci este diagonlaizabila. Altfel. Aflam valorile proprii:

8y _2 _2
9 - 9 9 2
det (Mg —A3) =] -2 3-x -3 [==AXA—=1)"=0.
_2 _a 5_y
9 9 9
Toate cele trei rdd&cini sunt reale, valorile proprii Ay = 1 (dubld confundatd), si

A2 = 0 (simpld), deci cu multiplicitatile algebrice 2, respectiv 1. Multiplicitatile lor
geometrice sunt respectiv 2 si 1, deci f este diagonalizabila.

c¢) Fie P: Az + By+ Cz = 0 un plan care trece prin origine; aflaim proiectia unui
punct M (a,b, ¢) pe planul P. Dreapta perpendiculard pe P ce contine punctul M are
ecuatiile

r—a y—b z-—c z=At+a
z=Ct+c

deci proiectia cdutata {(a,b,c)} = PN D corespunde valorii ¢ care satisface ecuatia
A(At +a) + B(Bt +b) + C(Ct+c¢) =0 < t(A? + B> + C?) = —Aa — Bb — Ck,

deci t = %, inlocuind in (5), obtinem

(a,b,¢) = (Bg—i—CQ)a—Bb—Cc (A2—|—C'2)62—Aa—C'c (AQ—&—BQ)C—Bb—Aa
a €)= A2 + B2 4+ (2 ’ A2 + B2 4+ (2 ’ A2 + B2 4+ (2 ’
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. . . ey oo . . 1 B*+C? -B -C
deci o aplicatie liniard a carei matrice este zrpgoree —A A%4C? —C
—A -B  A?4+B?

III. a) Avem p(z) = {z} = 2 — [z]. Fie k € Z. Atunci
olx+k)=xc+k—[z+kl=c+k—[z]—k=x—[2] =p(x), Vz R,

deci ¢ este periodica cu perioada T' = p € Z si perioada principala T, = 1. Calculam
n
I, :/ o(x) - cos(2nma)dx. Avem
0

0, z €0,1) x, z €[0,1)
1, ze[l,2) z—1, ze[l1,2)
[z] = = p(z) =
n—1, z€[n—1,n) z—n+1, z€[n—1,n)
n, r=n 0, rT=n

si deci, facand abstractie de discontinuitatea in x = n a ultimului integrand, rezulta

2 n
/ - cos(2nma)dx + / o(x) - cos 2nmx)dx + -+ - + / p(z) - cos (2nmzx) dx
1 n—1
k+1 n—1 . k+1 k+1 .
sin(2nmx) sin (2n7k)
— 2 = _ —_— J— P S
kz_:/ (z — k) cos (2nmz) dx kZ:O ((x k) onr |, /k o dz |,
n—1 k+1 n—1
. cos (2nmx) 1-1
deci I, = kz_o Erea = ,;) yrercl 0

n
k
b) Ardtam ca functiile f,(x) = Z p (ka) sunt periodice. Punctul a) implica

< L iar seria

w(kz)
ok 2k

deci f, este un gir de functii periodice. Pe de alta parte, avem ‘

oo oo

1 kx
E ok este convergenta, deci seria g <,0(2 T ) este uniform convergenta, si deci f,, este
k=1 k=1

gir uniform convergent.
¢) Datorita convergentei uniforme, pentru a € R\Q, avem

lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim fu(x) = lim f,(a) = f(a),

Tr—ra Tr—ra n—roo n—oo r—r

deci f este continud in a, unde in ultima egalitate s-a folosit continuitatea in « € R\Q
a sumanzilor functiei f,.

IV. AB = BA, A?07 = [3, B?098 = [3. a) Fie )\ valoare proprie pentru A
asociata vectorului propriu v # 0. Atunci se poate arata usor, prin inductie, ca
AMy = A", V¥n > 0. Pentru n = 2007, obtinem A2%97y = \2007y, Dar 42907 = [,
deci A\?997 = 1. Fie u valoare proprie pt B asociata vectorului propriu w # 0. Ca mai
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sus, rezultd B29%qy = 12008y, Dar B?%98 = [3, deci ?°*® = 1. Prin urmare (deoarece
cmmdc(2007, 2008) = 1), singura valoare proprie comuna a celor dous matrice este 1.

b) Presupunem ci P gi Q nu sunt prime intre ele, deci exista « radicind comund
pt P si Q; rezulta

007 =1 = a = cos 225(;; + isin 22:()7 k€ {0,...,2006}
(@+1)* % =1 = a+1=cos 225(; tisin = 2008 . pefo0,...,2007}

deci cos 225“07 = cos m —1 si sm% = sin 22002 Notand o = 22(;“07; sip= 22(%8,

obtinem ilor;Ooéz ;Sclc?bﬁﬂ 1 de unde, prin ridicare la patrat si sumare, rezulta
cosﬂzéc)ﬁe {Qmﬂ'ig ‘meZ}ﬂ{jokg; k:O,2007}.

Dar 2mm £ I = 2% o 2m = £ F % deoarece 2m € {0,£2,44,...} iar

Tkm F % € (=2,2), rezultd m = 0 = k € {:|:10,04} N 0,2007 = 0, deci sistemul
nu are solutii iar P gi @ nu au radacini comune, deci sunt prime intre ele.
¢) Deoarece matricile A i B comutd, notand A+ I3 = U, —B =V, avem

(A+I)"-z=(-1)"-B"- 2 (A+L)"—(-1)"-B")z=0
S[(A+L)"—(-B)"lz=0& (A+I3+B) (U " +U" > V4+...+V" Hz=0
S U+ U V+. 4+ V") [(A+B+13)az] =0.

Dar a doua paranteza din membrul stang este nula, deci egalitatea din enunt, are loc.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2008-2009

I. 1) A este inversabild dacd si numai daca det A # 0. Dar det A este produsul
radécinilor complexe ale polinomului siu caracteristic P4 (A) = det (A — AI) € C[)],
deci daci prin absurd A neinversabild, atunci det A = 0 = P4 (\) admite radacina
reald A\ = 0, ceea ce contrazice ipoteza. Rezulta A inversabild. Polinomul caracter-
istic al matricii A are doar radicini complexe conjugate de forma A, A € C\R. Dac

H A— k) )\—S\k),n:2m7atunci

Paci (A1) =det (A7 — A7) = det (AA™Y) det (AA™! — 1) - A" =
— A" det (A71) - det [A (AA™L = T)] = A" det (A~Y) det (A — AT).

Cum A = 0 nu este radécind a lui P4()), pentru orice rad&cing A a lui P4 ()A), rezulta
Py ()\_1) = 0. Deci polinomul caracteristic al matricii A~ are drept radscini
inversele radacinilor matricii A, deci de forma % € C\R.
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II. a) Matricea 7' va avea pe coloane componentele unei baze a spatiului R?,

formate din vectori proprii ai matricii A. Pentru a afla aceasta baza, determinam
valorile proprii ale matricii A. Avem

1-x 2 2
Pi(A) =det(A—X)=| 2 1-X 2 |=—-A+1*XN-5).
2 2 1-A

Deci P4(A\) = 0 < X € {—1,5}. Notand cu Sy subspatiul propriu asociat valorii
proprii A, avem pentru A = —1,

a 2 2 2 a 0
v=| b |eSheA+HHhvr=0s (2 2 2 b |=10)ea+bt+tc=0&
c 2 2 2 c 0

< v =(a,b,—a—0b)"=a(1,0,—1)" +b(0,1,-1)" € L({(1,0,—-1)%, (0,1, —-1)*}).

Pentru A = 5, avem

a -4 2 2 a 0
v=| b |eSheA-5lv=0s| 2 -4 2 b |=10]<
c 2 2 -4 c 0

—2a+b+c=0 o . t +
{ a—2b+c:0 @v—(a,a,a) —CL(l,l,l) GL({(lvlal) })

1 0 1 -1 0 0
DeciT=1| 0 1 1),iar D=T'AT=0 -1 0
-1 -1 1 0 0 5
b) Se observa ci A =TDT ! = (TUT1)?°% de unde rezulta
2/ -1 0 0 -1 0 0
D = U2009 U= 0 200\9/5 0 _ 0 200\9/5 0
’ 0 0 V5 o 0 V5

a) Calculam raza de convergenta p a seriei de puteri. Obtinem

bn+1 n 1

lim —— - =
nsoon+1 n+1

Ap+1 n

n+1 a,

lim

n— oo

b

n n— oo

deci p = oo iar domeniul de convergenta este R.
a
b) Fie S(x) = .z, Atunci
) Fie S(x) E T unci

n>1

S'(x)zz%-n-xnfl:Zan»xT“l:a1+a2x+a3x2+~-:>5/(0):alzl.

n>1 n>1
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IV. a) Avem f'(z) = ——— = (1 —2?)"'/2. Dar

1—x2
1 3 1
Ly (8y . (oL 1
T (—3) (=3) n!( 3 —nt )x"+"'7

deci (1 —2?)71/2 =1+ 2“7—; + 122’;”4 + %xzn + ---. Rezulta

flla)y=>" 13 @nzoon f@)=3" 12n3 .711!.((22:;11)%2"“,

n . pl
n=0 2 - nl n=0
o 1.3--.(2n—1 . Ap41 .. v
Notam a, = M = lim = =1= p = 1, deci intervalul de convergenta
27-n!(2n+1) n—ooo a ’
n

1-3---(2n—1)
este I = (—1,1). Pentru z = —1, avem f(—1) = — Z N
2o g nl 20+ 1)

Dar

. an . 2(n+1)(2n+ 3) . n6n+5) 6 3
ntoo (an+1 ) oo ( (2n + 1)2 e @ny1)? 4 270

deci folosind criteriul Raabe-Duhamel, seria este convergenta. Analog, pentru x = 1,
seria este convergenta. Deci multimea de convergentd este [—1,1].

3 12.32...(2n — 1)2
b) Notam Z > 2n 1] = S. Dar
n>1
= 1:3--(2n—1)  onp1 _ ad 12.3%...(2n —1)? 2n+1
f(m)_; ol (2n+1) ¢ _T;)Q"-n!~1-3---(2n—1)(2n+1) v
_i 12.32...(2n — 1) . 2n+1_i12.32.“(2n71)2' 2nt1
442413 2n-1) (20t 1) 4T (@nt 1) o
Rezulta
1 2123220 -1)7 1 K123 (2n-1)° 1
2 - . =—(1+S
13) =2 st =3 e G =30+,

. . 1 1 us 1 1 T
deci arc51n<2)—2(1+S)<:>6—2+25’:>S—3—1.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2008-2009

. -2 .
. x—sinz § . 1—coszx . 2sin (%) 1 . a, — sin a,, 1
lm ——— = lm ——— =lm ——==—-#0= lm | ————| =,
z—0 €T L'Hz—0 3z z—0 3x 6 n—o0 a; 6
deoarece lim a,, = 0. Folosind criteriul comparatiei la limita, rezultd ca seriile
n—oo

Z la, —sina,| si Z lan|? au acecasi natura.
n>1 n>1
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. 3 < s .
b) Conform punctului a), deoarece E |an|” este convergentd rezultd cd seria

n>1
Z |an, — sina,| este convergentd, deci Z (an — sinay,) este absolut convergentd, si
n>1 n>1
deci Z(an — sina,) este convergentd. Dacd am presupune ca Z an §i Z sin a,,
n>1 n>1 n>1

nu au aceeagi natura, atunci E (an — sinay,) este divergentd, ceea ce este fals, deci

n>1
E an S g sin a,, au aceeagi natura.
n>1 n>1
¢) Fie a,, = —2—. Observim cid lim a, = 0,a, # 0 iar a, < % implica

n3+1 n—00 2

sina,, > 0, deci
1 . n .
E : (_1)” - S1n <\/37>‘ = E SII Ay .
n>1 n®+1 n>1

3
) n 1 1 .
Deoarece seria E ai = E — < E — este convergentd, din criteriul

; 3 =
n>1 no1 (n3 4 1)2 n>1 "7
de comparatie cu inegalitati, rezulta ca Zai este convergenta si conform punc-
n>1
. . . o n .
tului b), Zsln a, are aceeasgi natura cu Zan. Avem Zan = Z \/TT si
n>1 n>1 n>1 n>1
n
R sy . Vn? . n : 1 : y
lim "1+1 = lim = 1 # 0, deci Z — = sl Z —— au aceeagsi natura.
1 . o . o . . <
Dar Z —— este divergenta = Z a, este divergenta = Z sin a,, este divergenta =
n>1 \/ﬁ n>1 n>1

seria ~1)" ! . sin _n nu este absolut convergenta. Pentru convergenta
> A g gent,

n>1 Vn? 41

n
simpla, se observa ca argumentul sinusului din seria E (—=1)""!.sin () sat-
13
w1 ns +1

isface 0 < \/nﬁﬁ < 1 < 3, deci sin ( \/7127-&-1) este sir descrescator si poate fi folosit

criteriul lui Leibniz.

II. a) Avem lim 2& # 0, deoarece daca alegem z, = y, = + — 0,
z—0 —|—y2 " npn—oo
y—0
2
f(@n,yn) = %:2 =10, deci f nu este continud in (0,0).
-4 - —_— 2 . — .
b) Calculam g(t) = f(¢(t)) = (1(_1t2§¥(11+£1)2 = 5y Atunci ¢'(t) = ﬁ, deci

¢'(t) = 0 implica ¢ = 0 punct critic (maxim), conform tabelului de mai jos.

T | —oo 0 +o00
gl + + 0 - -
g | =1/2 ~ 1/2 N\, -1/2

Rezultd ca functia g este crescitoare pe (—oo,0) si descrescitoare pe (0, +00).
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c) flz,y) = szfyz = (z/”;/)gﬂ, deci pentru h(t) = ﬁ avem f(z,y) = h (%),
Yy # 0.
IIT. a) Observam ci 0 este valoare proprie pentru 7 dacid gi numai daci
dim Ker (T — 0Id) > 0. Dar Ker (T’ — 0/d) = Ker T, iar
veE Ker (T) @ v=A+pAA=p)=A(1,1,1)+p(1,0,-1), \,p € R.
~—— ——

t t
U1 Vg

Deoarece  ranglvy,ve] = 2, rezultd cd {vi,vs} formeazd bazd in Ker T, deci
dim Ker T' = 2 > 0; prin urmare 0 este valoare proprie pentru 7', iar vectorii proprii
asociati formeaza Ker T\{0}.

b) Se observa cd v = v1, w = v, deci v,w € Ker T

Tw)=T(w)=0

¢) Avem . Folosind liniaritatea lui 7T,
T(EQ) = (2, 2, 72) =2 (61 + €2 — 63)

rezulta

T(€1) + T(eg) + T(eg) =0
T(el) — T(eg) = O

{ T(el) = T(eg) =e1 —ez+e3
=4
T(eg) =2 (61 +ex — 63)

T(eg) = 2(61 + €2 — 63).

d) Matricea A a lui T relativ la B are pe coloane coeficientii vectorilor T'(e1), T'(e2)

-1 2 -1
si T(es) relativla B,deci A= [ =1 2 —1|. Polinomul caracteristic asociat lui A
1 -2 1
—1-A 2 -1
este Py =| -1 2—X =1 |, iar vectorii proprii v = (a, b, c)" asociati valorilor
1 -2 1-2A
proprii {0, 2} se obtin succesiv:
-1 2 -1 a 2b—c
A=0 = (711_22711) (g) =0<:>a—2b+c:0(:)v:< b )@

2 -1
@v:b((l))—i—c((lj)J),ceR
-3 2 —1\ /a 0 at+c=0 1
A=2 :><—10—1)<b>:(0)<:> @vza(l),aER.
1 -2-1/ \¢ 0 a—2b—c=0 -1

IV. a) Fie (z,),,, (z,,"),, € L. Atunci adunand egalitatile de mai jos gi inmultind
prima egalitate cu A, obtinem:

’ 5 1 ’ ’ " 5 ’ " 1 ’ ”
Tn+1 = gxn - gmnfl - ($n+1 + iEn+1) = 6 (mn + xn) - g (xnfl + xnfl)
5 1 5 1
Tnpr” = 6172{ - gxz—l” Azna1') = ¢ (Azn') = g()\xn—f%

pentru orice A € R. Rezultd (z,” + x,,”") € L, (Az,’) € L, deci L este subspatiu
vectorial inchis.
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b) Avem
5 1 5 1 1 1 1 (5 2\ 1 _
6" 6" T 6 2n 6 21 ot \12 12) et UnH!
5 01 5 01 1 1 1 (5 2 1
—Up, —Up1 ==+ — — — - e [ = —— =, s
6" 6" ' 6 3 6 31 3118 18) 3+l !
deci (up),,, (vn),, € L.

¢) u, v sunt liniar independenti, ca vectori in S. intr—adevér, at, + Pv, = 0,
v, > 1 conduce pentru n € {1,2} la sistemul

=0 N a=0
B =0,

deci {u,v} baza in L. Atunci orice sir (2,,),, € L se descompune dupa aceasta baza.
In cazul nostru, relatia 2z, = 5 + 3%, n > 1 se rescrie pentru n € {1, 2},

+3=1 3a0+28=6 a=—4 1 1
=4 <~

=z, =(—4)— +9—.
9o+ 48 =0 B=9 " 2n - T3n

_|_

N R Y o)
Ol wl™

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2009-2010

I. a) Fie {4, j,k} o baza ortonormata in V5. Notand
o = l[u—il[* +lv —jII* + [Jw — KkI[?,
avem de demonstrat implicatia ¢ < 1 = familia F = {u,v,w} este liniar indepen-
dentd. Presupunem prin absurd ca desi o < 1, familia F' este liniar dependenta,
deci exista o combinatie liniara nula cu + Bv 4+ yw = 0 in care cel putin unul dintre
coeficientii «, 3,y este nenul, adica o? 4+ 82 +v? > 0. Atunci avem

alu—i) + B(v —j) +v(w— k) = —(ai + Bj + vk).

Aplicind acestei relatii norma din R? si folosind faptul c& baza {4, j, k} este ortonor-
mata, rezulta

lle(u =) + Bv — j) +y(w = k)| = || = (ai + B + k)| = a® + 57 + 72,

Utilizand apoi succesiv inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwartz pentru
produsul scalar canonic din R si ipoteza o < 1, rezulta

o+ 52 +97 = la(u—i) + B = j) +7(w =K
< lof - flu =il + 18] [lv = 51l + 7] - [lw — K]
< (I + 181 + 1) - (llw =l + [[o = 117 + [lw = k[]?)
=o(a®+ 52 +9%) <a® + §2 +97,
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deci s-a obtinut o contradictie. Prin urmare familia F' este liniar independenta.

b) Notam ¢; = cos((;,\i), cy = cos(b/:j), cy = cos(c/,\k). Avem ¢, € [-1,1],
Vk € 1,3, deci folosind ipoteza, rezulta:

5 1
§<01+CQ+C3S2+03:>03>§.

Analog se aratd cd c1,co > % Admitem prin absurd ca familia F' = {a, b, c} este

liniar dependenta. Fie m subspatiul vectorial generat de [, asimilat cu un plan care

iy

contine originea. Fie i’ = pryi. Avem (4,4') < (¢,a), deci

cos(iﬁ’) > cos(i,a) = ci.

Noténd cu n versorul normal la 7, avem de asemenea cos(i,i') = sin(n,7) si deci

c < sin(n/,\z') g, Analog rezulta relatiile omologe

—

cy < bln(ﬁ,\]) ot s9, c3 <sin(n,k) not 3.

Adunand cele trei relatii obtinute, rezulta s; + s + s3 > ¢ + o + ¢3 > % Notand

—

k1 = cos(n, i), ko = cos(n, j), ks = cos(n, k),
din faptul ci n este versor, rezultd k? + k3 + k3 = 1. Folosind egalititile
s34+ k7 =1, Vje{1,2,3},

rezultd s? + s34+ s3 =3 — (k¥ + k3 +k3) = 2. Au deci loc relatiile

)
s1+ 82+ 83> o, s24si4si=2 (6)

Dar, folosind inegalitatea Cauchy-Schwartz pentru suma din stanga inegalitatii si apoi
a doua egalitate, rezulta

Losi41-sp4+1-53<V124124124/s7 + 52+ 52 =V3-vV2=6.

Folosind prima relatie din (6), obtinem v/6 > s + so + s3 > %, de unde v6 > g &
2/6 > 5 < 24 > 25, contradictie. In concluzie familia de vectori {a, b, c} este liniar
independenta.

m
II. Se observd cd implicatia inversd este imediatd: daci B = P(A) = ZakAk,
k=0

m
atunci AB = Z apA¥Tt = BA. Pentru a demonstra implicatia directs, presupunem

k=0

adevarata egalitatea AB = BA. Notand cu Ay,..., A\, cele n valori proprii distincte
ale matricii A gi respectiv cu fi, ..., f, generatorii celor n subspatii proprii Sy, ...,S,
asociate, se observa ca ipoteza AB = BA implica

A(Bfy) = BAfr = B(Axfx) = Me(Bfr),
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deci Bfy, € Sg. Dar Si = L(f%), si deci existd py € C a.i. Bfy = ugfx. Prin urmare

{f1,-.., fn} este bazd diagonalizatoare atit pentru A, cit si pentru B. Notam cu
C matricea diagonalizatoare C' = [f1,..., f»] sl avem matricele diagonale asociate
A=CTAC = diag (A\1,..., ) §i B=C"'BC = diag (y1,...,tn). Se constats
ca deoarece valorile proprii Ay, ..., A, € Csunt distincte, determinantul Vandermonde
care are pe linii vectorii vy = (A¥,...;A\F) € C", k € {0,...,n — 1} este nenul, deci
vectorii {vo,...,v,_1} formeazd o bazd in C". Deci notind w = (u1, ..., pu,) € C*,
exista scalarii ag,...,a,—1 € C, astfel incat w = agvg + - - - + an—1v,—1 $i deci

B=agl,+a1A+asA®>+ - +a, A" 1 = P(fl)
fm}lult;ind aceasta relatie cu C' la stanga si cu C~! la dreapta si folosind egalitatea
CAFC—1 = (CAC™Y)k, ¥k € {0,...,n — 1}, rezulta B = P(A).

IIT. a) Notand cu div (m) numérul divizorilor unui numéar natural nenul m, cu
P1,P2,- - -, Pn Primele n numere prime in ordine crescatoare si cu b, = p1 - ... Pn.
Se observa c& {b,}n>1 este un gir de numere naturale strict crescitor si ci avem

div (b,2) = 2’ Sirul /a,, contine subsgirul

Vay 5 = 3/ div (bn2) = V2n* =2" "=3 4o,

deci raza de convergentd a seriei de puteri este R = 1/ {/]a,| = 0.

b) Integrand prin parti, obtinem
1

1 1 1
ap = / e dx = —/ 2"(e ) de = —[2"e ™| — / na"te %dx |,
0 0 o Jo

1
. . . . _ e—1
deci a,, = —1 4+ na,_;. Prin calcul direct, obtinem ay = e Ydx =

e

. Se ob-

0
serva ca a,, > 0,Vn € N, deoarece integrandul este functie pozitiva continua neidentic
nula, deci 0 < a,,Vn € N*. Sumand relatiile a = kap_1 — %, ke {1,...,n} iInmultite
pentru fiecare k € {1,...,n — 1} respectiv cu n(n — 1)(n —2) - --- - (k 4+ 1) obtinem

an :n!aof%(1+n+n(n71)+n(n71)(nf2)+~~+n(n71) ~~~~~ 3-2)

Zn!ao—%(i+ﬁ+~-~+%+%)n!=%(e—9n)7

n! n—1

unde

1 1 1 1\ nooo
0, = (14— 4 — 4+ b — 4 —
<+1!+2!+ +(n—1)!+n!)ﬁe

Dar e—6,, este eroarea dintre suma seriei Taylor asociata functiei f(z) = e*,z € [0, 1],

. . fOD (2%) e,
deci este restul Lagrange in x = 1, dat de R = = ,z* € [0,1].
(n+1)! (n+1)!
1 e

Dar0<z*<1 — < R< — deci

e A TS N i )T

1 ]- n o0
<ap, < =3 0,
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si deci lim a, = 0. Prin trecere la limita in relatia de recurenta a, = — +n-a,_1,
n—oo e

. 1 .
rezulta lim na,_ 1 = —, deci
n—00 e

si deci raza de convergenta este R = 1.

c) Orice sir de numere reale {z,},>1 este convergent daca gi numai daca este gir
Cauchy, deci daca

Ve > 0,3n € N*, al Vni,no >n, |z, —z,,| <e.

Darpentruxn:1+%+~'+%avem

Je=1>0, ai VneN*,3n; =n,ny =2n > n, cu proprietatea

1+ +1
2n 2n
| S ——

n termeni

> J—

2 ¢,

1 1 1
T Tt 3

|l‘n2 - Cﬂn1| -

deci girul nu este gir Cauchy, deci nu este convergent. Fiind sir crescitor cu termeni

1 1
pozitivi, rezulta lim a, = lim (1 + 5 + -+ ) = 00, deci

n— 00 n—00 n

. An+1
L = lim |2+

—tim 14 D)y

an Qn

si deci R = % = 1. Distingem trei cazuri:
n
(i) pentru & = 1, seria numerica obtinutd are termenul general b,, = Z —, sl este
n
k=1
serie divergenta deoarece limb,, = lim a,, = co # 0, deci seria de puteri diverge;
n
1
ii) pentru z = —1, seria de puteri devine S(—1) = 1" —; termenul
(ii) p p (1) => (D)"Y -

n>1 k=1
n

1
general al acestei serii, b, = (—1)" Z — produce sirul sumelor partiale, format din
n

k=1
. n—oo . n—oo . nroo R
subgirurile by, — 400 §i bap41 —> —o0, deci b, #— 0 si prin urmare pentru

x = —1 seria de puteri nu este convergenta;

(iii) pentru |z| < 1, folosim indicatia din enunt. Observam c& are loc egalitatea

1 1 N
<1++...+>$": i.x"—k’
2 n

de unde rezulta
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" . 1—2" . .
Dar Zm :nh_)rrgox~ -7 1= ,§ Z—z—lnl—x) deci suma seriei este
n>1 n>1
zIn(l —z)
Sx) = ——7——=.
() .

IV. a) Se observa ca functia ¢(t) = $2n+1e—t" ogte impara, deci pentru z > 0 avem

/ p(t)dt = 0 si deci fp(x) = fo(—2),Vz € R. Efectuédnd schimbarea de variabila

—T

u=t?, unde t € (—o0, z], si apoi integrand prin parti, obtinem

2
1 * u" e U 1 > n_—u

1 I b 1 —a z2ne=a’
=—g (—u e x2+n/w? u" e du) :—Tn!—i—fn,l(x),
5 2
deci f,(z) = —% + fo-1(z).
b) Integrand in relatia de recurentd obtinuta si notdnd a, = fol fn(x), rezulta
egalitatea a, = —b,, + an_1, unde b, = /1 xz;#dx. Sumand relatiile obtinute
din relatia de recurenta prin inlocuirea n E) 1, 2,732; ..., T, avem

1 ! 2 N og2n
G, :ao— /—e‘wdm—ao—f/ e ® - — | dx =
e (5)
1 n
*“0‘5/0 ( +35 )

Se observa ca suma tinde pentru n — oo la 69327 deci trecand la limita in egalitatea
obtinuta, rezulta

li camt e (C1r eV drmao—t [(1—e s mao— 24t [ e
nl_}rrgoan—ao—i/o e -(— +e ) x—ao—i/o(—e )m—a0—§+§/() e .

1 x 1/ ¢ | 1
1 1
Dar ap :/ (l/ te_tzdt> dr = —/ c dx = —7/ e da, si
o \0!'J_ 0 2 |_5 2 Jo

1
deci lim a, = —.
n—o00 2

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2009-2010

a) Cum % € (0,%),Vn > 2, rezulta ca seria este o serie numerica cu termeni

oo
e . . 1 . o 1 . . o
pozitivi. Seria E sin® < are aceeasi natura cu E —, deci este divergentd pentru
n n
k=2 k=2

a < 1 si convergenta pentru o > 1.
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1
sin( =
b) Cum lim 7(1) = 1, rezulta ca raza de convergenta este p = 1. Daca
n—o00 sm( +1)
= 1 1
=1, avem Z sin —, divergenta. Daca x = —1, avem Z " . sin —, convergenta
n’ n

(criteriul lui Le1bmz) Rezultd ca multimea de convergent_;a este [—1,1).

I1. a) Notam t(x,y) = 2% + y2. Atunci:

dg _ gt ot _ ’ @ _ ﬁ _ /
e f (t)% =2z f'(t), By f (t)ay =2yf'(t),
82 0?2

2 =2f'(t) + 42® f" (1), —8;2] =2f'(t) + 49> (1),

2 2
de unde 29 + 29 _ o pry 1 aprn).

022 " dy?
(22 + y?) sin ﬁiiy"" (x,y) # (0,0)
b) Pentru functia h(z,y) = , problema
0, (z,y) = 0.
derivabilitatii apare doar in punctul (0,0). Fie
( ) h(x7y) _h(070) - %(0,0)JI— %Z(an)y
alz,y) =
y /2 + y2
h 0) — h(0,0 1
Avem 2(0,0) = lim ((,0) = h(0,0) = lim z-sin ——— = 0; analog ‘%(0 0)=0,

x—0 xT x—0 €T +y
deci a(r,y) = /2?2 +y? - sin (@) Dar xlii/goa(x,y) = 0, deci h derivabild in

origine.

In(1 + z? 1
IIT1. a) Avem lim M =lim-——=1
x—0 x2 z—0 1 + 22
b) Fie f(t) = In(1+t). Atunci f'(t) Z )™ - t" (dezvoltare in serie
0 thrl =0
Maclaurin), deci f(t) = Z(—l)" . T Rezultatul cerut este criteriul lui Cauchy,
n
n=0
intrucat:
n n+2 n n+3 n n+p+1
‘(—1) L ()R T (<Lt

2 3 1 ¢ntetl
b (=) b+ (P T

_|( n+1|

tel0,1]

2 n+3 1 n 1 t
n+2+(_1)'t+ (m—mH +(= )p't“"(m_nwﬂ)
1

n—oo

< — 0.

n+2
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1 o0
¢) Cum 57 ngo(—l)" 2™, pentru |z| < 1, inlocuind x cu 2%, obtinem
1 - n n
1+a2 Z(—l) - 2™ pentru |z| < 1.
n=0
o m2n+2
d) Folosind punctul b), obtinem In(1 + z2) = nz::o(—l)n Chr 1 pentru = €
1 2 oo 1 oo n
In(1 1 -1
[—1,1],deci/ n(;f)dx:z:(q)”. / e?dz, §i deciI:Z( "
0 X o n + 1 0 o n + 1
e (—1) o 2 1 = (—1)n
S e e (i) s S
n+1l, —m+1)2n+1) 2n+1 n+1 —on+1

oo

1
Z(—l)" 1 Calculam cele doud sume care intervin in ultima diferentd. Pentru
n

n=0

a afla S; = ;::0 2(;3 7> se observa ca din c), rezultd TIIZ = nz::o(—l)” - 2°" pen-
tru x € (—1,1), deci integrand! obtinem /#d:c = i(—l)"/x%dx. Rezulta
3 ) 1 + :L'z nzo
0 p2ntl
arctg z = ;(—1)71 1 + C, pentru & € (—1,1). Considerand egalitatea pentru
e x2n+1
2z = 0, obtinem C = 0, deci arctg x = nz::o(—l)"%li_'_1 pentru z € (—1,1). Folosind
Criteriul Leibniz, rezultd convergenta seriei si pentru x € {—1,1}, si deci arctg z =
o0 1 = (=)
nz_:o(_l)n;n-i-l pentru € [—1,1]. Pentru x=1, obtinem S; = 712_202(714—)1 =
- 1
arctg 1 = % Pentru a afla Sy = Z;)(—l)"m, se observd ci avem In(1 + z) =
oo xn—i—l

Z(—l)" e pentru z € (—1, 1], unde convergenta pentru x = 1 este asigurata
n

n=0
oo

1
de criteriul lui Leibniz. Atunci, pentru = 1 obtinem S; = Z(—l)" . =In2.
s n+1
Prin urmare, I =2-5, —S; =27 —In2=7 —In2.
. o o . , O In(1 + z?)
Totusi aceasta metoda nu permite aflarea rezultatului exact. Integrala —
1 (I/.

1Se poate verifica ugor ca seriile care intervin se pot integra termen cu termen pe domeniul indicat

dx
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nu este improprie (punctul a). Folosind integrarea prin péarti, rezulta

1 2 1 B /
/Mdu@ :/ (1) n(1+ 2?)dx =
0 T 0 4

1 1
1 2.
+/,.7%’2619::
0 o T 14z

1
—1In(2) + lim — - In(1 + €*) +2 - arctg x = % —In(2).

e—0 €

1
— — - In(1 4 2?
. n(1l+ x*)

0

IV. a) Fie X o valoare proprie a matricii 4 gi v € R3\{0} un vector propriu asociat
valorii proprii A. Atunci avem

Av =) v, A%v=A-Av=Nv =\, Av=>\.
Folosind relatia din ipoteza aplicata vectorului v, obtinem
Ay =Av= Nv= e (A - \v=0.

Dar v # 0, deci A2 — X\ = 0, si deci singurele valori proprii sunt radacinile ecuatiei
A(A?2 —1) =0, deci A € {0,+1}.

b) Deoarece matricea are valori proprii reale, ea este jordanzabild. Fie C' matricea
modala (diagonalizatoare) care are pe coloane coordonatele unei baze formate din
vectori proprii si eventual vectori principali ai matricei A. Atunci J = C~'AC are
forma canonica Jordan si se observa ca

J3 = (CAC1)® = CA3C~t = CAC! = J,

deci J? = J. Distingem trei cazuri: (i) dacd valorile proprii sunt distincte {—1,0, 1};
atunci, acestea fiind simple (de multiplicitate unu), matricea este diagonalizabila; (ii)
daca una dintre valorile proprii este dubla si prin absurd A nu este diagonalizabil,
atunci J contine doua celule Jordan, una dintre acestea avand ordinul 2; in acest caz
J = D+ N unde D este matrice diagonala cu proprietatea D3 = D (deoarece are pe
diagonald valori proprii ale lui A, din multimea {£1,0}), iar N este o matrice nenula
nilpotenta de ordinul doi (N2 = 0). Atunci

JP=Je (D+N)*=D+ N & (3D* - I3)N = O3.

Dar matricea 3D? contine pe diagonald numerele 0 sau 3, deci (3D? — I3) este o
matrice diagonald inversabild si deci N = Os, contradictie; (iii) dacd A admite o
unicd valoare proprie tripla A € {£1,0}, atunci J contine o singura celuld Jordan; in
acest caz J = D + N unde D = M3 este matrice diagonald cu proprietatea D3 = D,
iar N este o matrice nenuld nilpotentd de ordinul trei (N? = 0). Atunci

JP=J& (D+N)?=D+ N < (3D* — I3)N +3DN? = Os.

Dar (3D? — I3) = (3\2 — 1)I3 "' M este o matrice diagonald inversabild si deci
N = —3M~'DN?, unde matricea din stanga este nilpotents de ordin trei, iar cea din
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dreapta este fie nilpotenta de ordin doi (pentru A € {£1}), fie nula (in cazul A = 0),
deci contradictie. In concluzie, in toate cele trei cazuri, A este matrice diagonalizabila.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2010-2011

I. a) Polinomul caracteristic al matricei A este P(\) = A2 — Tr(A)\ + det(A),
deci teorema Cayley-Hamilton conduce la relatia A2 — Tr(A) - A+ det(A) - Iy = Oo,
unde Oy este matricea nula de ordin 2, iar I este matricea unitate. Dar Tr(A) = 0,
deci relatia devine A% = — det(A)- I si deci aplicand urma in ambii membri, obtinem
Tr(A?) = —2det(A). Cum insd din ipoteza Tr(A?) = 0, rezultd det(A4) = 0. Prin
urmare A2 = —2.0. I, = O,.

b) Se poate verifica imediat c& urma oricirei matrice de forma [A, B] este nula®:

Tr([A,B)) =Y ([A,B))i = > (aijbji — bijaz) = > aizbji — Y bijaz
i=1 ij=1 ij=1 ij=1
= Z aiibji — Z bjiai; = Z aijbji — Z bjiai; = ZZ(%bﬁ = bjiaiy) =0,
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1 i=1 j=1

unde in al doilea termen s-au redenumit indicii (7 <> j) si apoi s-au permutat cele
doua sume.

Aplicand wrma in ambii membri ai egalitatii [A, B] = A, rezulti egalitatea
0="Tr(A) (*). Egalitatea din enunt se rescrie AB— BA = A. Amplificand egalitatea
cu A la stanga, apoi la dreapta, sumand cele doua egalitati obtinute si aplicand urma,
obtinem succesiv:

= A’B — BA? = 2A% & [A% B] = 242,

A’B — ABA = A2
ABA — BA% = A2

deci Tr([A?, B]) = 2Tr(A?%). Urma din stanga fiind nuld, rezultd 0 = Tr(A?%) (**).
Dar relatiile (*) si (**) sunt exact ipotezele punctului anterior a), deci A2 = O,.

II. a) Aria triunghiului cu formula lui Heron este A = /p(p — a)(p — b)(p — ¢),
unde p = (a 4+ b + ¢)/2. Din inegalitatea mediilor, obtinem

3
; —a—b— p
V@—@@—w@—@s@%&izgéw—ww—w@—@sﬁ.
Prin urmare A = \/p(p —a)(p —b)(p — ¢) < /py/ ’2”—3 = %, gl aria maxima este
A, = I’ZT‘/g, care se atinge pentru p —a = p—b = p — ¢, deci pentru cazul triunghiului

echilateral (a = b = c).
b) Consecinta imediata a Teoremei lui Fermat.

c¢) Consideram functia dat# in enunt, g(x,y) = €3* +43 —3e®y. Unicul punct critic
al acesteia este (0,1) si se demonstreaza usor ci este punct de minim local pentru g.

2Pentru cazul din problem, avind n = 2 proprietatea se poate verifica direct, considerand dous
matrice patratice arbitrare de ordinul doi.
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Valoarea functiei in acest punct este g(0,1) = —1. Dar luind, de exemplu, z = 0 si
y = —3, constatam cd ¢(0,—3) = =17 < =1 = ¢(0,1), deci (0,1) nu este punct de
minim global al functiei.

IIT1. a) Demonstram echivalenta prin dubla implicatie.

”(i) = (ii)”. Fie Ker f = Im f. Atunci pentru orice v € E, notdnd w = f(v),
avem f2(v) = f(w), unde w = f(v) € Im f = Ker f, deci f(w) = 0 si prin urmare
f?(v) = 0. Rezulta f2 = 0, deci afirmatia (ii);. Se observa ci deoarece Ker f = Im f,
rezultd dim Ker f = dim Im f Notam cu m aceasta dimensiune comuné. Din teorema
dimensiunii pentru transformaéri liniare, avem

dim F = dim Ker f 4 dim Im f, (7)

care se rescrie 2n = m+m, deci m = n ¢i prin urmare dim Im f = n, deci afirmatia
(ii)3. Pe de alta parte, f #0 < Im f # {0} < dim Im f # 0. Dardim Im f =n > 1,
ceea ce implicd f # 0, deci rezultd afirmatia (ii)s.

Implicatia ”(ii) = (i)”. Fie satisfacute proprietitile f2 =0, f # 0, dim Im f = n.
Pentru orice w = f(v) € Im f, avem f(w) = f(f(u)) = f*(u) = 0(u) = 0, deci
w € Ker f. Avem deci incluziunea Im f C Ker f. Insa din (7) rezultd

dim Ker f =2n —dim Im f =2n —n =n = dim Ker f = dim Im f =n.
Cum insa Im f este subpatiu vectorial in Ker f, avand aceeagi dimensiune rezuta ca
aceste spatii coincid, deci (i).

b) Alegem E = R?" si aplicatia liniara

f(w) = (y,0), Yw=(z1,...,%Tp;y1,...,Yn) € RZ =R" x R".
— ——
@ y
Se pot verifica ugor urmatoarele: (i) Ker f = Im f = {(z;0,) | z € R"},

)
()1 f2((z;9) = f((y,0n)) = (0,;0,) = Oay, deci f2 = 0; (ii)a: f # 0 deoarece,
spre exemplu, f(0,;1,...,1) = (1,,0,) # 02y); (ii)3: din relatia (7) si din teorema
——

1,
dimensiunii rezulta dim Ker f = dim Im f = n.
IV. a) Se foloseste dezvoltarea binomiala a lui (1 — 2)®, in care se ia o = —1 si
r — 2.
b) Dezvoltarea ceruta se determind integrand termen cu termen seria de la punctul
a). Pentru convergenta uniforma, folosim inegalitatea

>

n>1

1-3-...-(2n—1) 2?7 H!
2-4-...-(2n) 2n+1

1-3-...-(2n—1) 1
<
72 2-4-...-(2n) 2n+1’

n>1

unde convergenta seriei din membrul drept rezulta din Criteriul lui Duhamel.

¢) Pentru demonstrarea egalitatii, folosim o metoda elementard. Notam cu I,
integrala ceruta. Integrand prin parti, avem

1 1
— 2?1 — 22| + 2n/ 22" N/1 — 22dx = 2nl,_1 — 2nl,,
0 0

1
I, = m2nLd;}3 =
/g V1 — 22

2
de unde I,, = 771["_1. Cum [ = %, rezulta formula dorita.
2n+1
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1-3...2n —1 g2+l

d) Din punctul b), avem arcsin:nfx:z 54 on il

n>1

Larcsinz — z on—1 g2ntl

Atunci
o Vi-z2 / Z 2n2n+1)\/1—x2

dx, sau, echivalent,

1 2n+1

/arcsmxdw_l_z 1-3...2n—-1
o V1—x2 n>1242n(2n+1) w/l—.Z‘?

L gontl 2.4...2n

d =
V1—22 * 1-3...2n+1

Dar, la punctul c), am aflat cd , §i Inlocuind mai

sus, obtinem
1 .
arcsmx 2n —1 2-4...2n 1 1
=1 =1 - = [
/0 \/1—352 +Z 2n2n+1) 1-3...2n+1 +Z(2n+1)2 Z(Zn—i—l)?

1 1 1 1
) n>1 47;1() Z (2n+1)

3 1
de unde 1 Z (2n)2 =1 Z m De la punctul d), gtim ca Z @nt1
n>1 n>0 n>0
1 .
arcsin x
———dz aceastd ultimé integrala, facand schimbarea de variabila arcsinx = t,
V1—z2 &
1 2 2 2 2
are valoarea § Asadar, ; W = ;T 1 Suma ceruta este % + 2—4 %

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2010-2011

1 ! 1
:E " -1,1). nsa (1 = —E n
a) - x ,xe( ) ) Cummsa(n1 x) 1= T,

n>0 n>0
1 ntl
integrand t t , obti 1 = ,x € (—1,1).
integrand termen cu termen, obtinem In . Z s R ( )
n>0
2 n n+k
b) Folosind a), rezulta In -2 S 9[; , e (—1,1)
1—=z 2 nooof=n+t k

¢) Obtinem succesiv

D) IELLED DD SULED EL] CoEb) B S e

n>1k>1 n>1 k>1 n>1 n>1
n+k 1 1
Se poate observa direct ca —1In . Altfel. Notam cu
d) P 7;1 12 n+ E - 1—=z 11—z f

22
S(z) seria cerutd. Pornim de la / Z Z "R dy = / ﬁda: folosind rezultatul
x
n>1k>1
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n+k+1 1
de la punctul ¢). Obtinem Z Z h =z+2In(l —2z) — [ sau
n>1k>1
n xn—‘—l mn—‘—l 1
- S(z) — = S(z) - (1 -
;(%k—&—n n+1> () §n+1 () (nl—x x),
1
de unde S(z) =In(l —z) + .
1—=
) I 0
II. a) Obtinem —f(O, 0) = lim T ¢  Nedeterminarea este de tipul — si
Ox z—0 a3 , , 0
2 -1 2 -1
folosind regula lui L'Hospital, avem %(0,0) = gi 6_736 =3 ;% B_T .
2 f
—— = 0. Analog, rezulta —=—(0,0) = 0.

T oy

b) Se pune problema diferentiabilititii Fréchet in punctul (0,0). Calculdm limita
1— 679:27312 _ IQ _ y2

lim . Notand ¢t = 22 + y?, aceastd limitd se rescrie
(z.9)—(0,0) (22 49y2)2
l1—et—t
lim 673 =0, deci f este diferentiabila Fréchet in (0,0).
N0 t2
k k .2k
. ~ . . x . . 22 (—1) xT .
¢) Folosim dezvoltarea in serie e* = Z o 8 obtinem e™% = o §
k>0 k>0
k+1 2k 1_ efﬁ (71)k+1x2k72
_ - , deci —
-y e i -
E>1 k>1

IIT. a) Prin calcul direct, obtinem 9D = 1 U y5 U3, unde
mix=t,y=0,t€[0,3]; 12:y=t,xa=0,t€[0,3]; v3:x=t,y=-3—t, t €]0,3].

b) x = —1,y = —1 este punct de minim global al functiei si se afla in interiorul lui D.

¢) Sunt trei situatii care apar la aflarea extremului conditionat. Pentru z = 0,
avem Li(z,y,A) = f(z,y) — Az si obtinem (0,—3) punct de minim local. Pentru
y = 0, avem Lo(x,y,A\) = f(z,y) — Ay si obtinem (— %,O) punct de minim local.
Pentru z 4y +3 =0, L3(z,y,A) = f(2,y) — A(z + y + 3) si obtinem (-2, —2) punct

de minim local.

IV. a) Fie z = (21, 72)" € R%. Aflim nucleul transformarii 7'

_ Ty + 229 =0 T = —2t _ -2
T@)_O@{zxﬁzlxzo ‘:’{zzt,teR (:””_t<1 >’tER

si obtinem o baza a nucleului Byop = {(—2,1)"}, deci dim Ker T = 1. Pentru
imaginea lui T, notdm By = {e; = (1,0)!, ez = (O 1)*} € R?, si obtinem generatorii
imaginii T'(e1) = (1,2) # Oge si T(e2) = (2,4)" =2+ (1,2)! = 2T (e1). Deci o bazi a
imaginii este By, ~ = {T(e1) = (1,2)"}, si deci dim Im T" = 1.
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b) Matricea lui A relativ la By este [A]lp, = [Alfe,,eir = [T(€2),T(€1)]{ese1}-
Avem

Tlex) = (2 4) = den 1+ 901 | [T(ex)ls, = (1.2 4o

{ T(er) = (1,2) =2e2 +lex 21" Tl ={ 9 1 )
Altfel. Notdm C = [Bi]p, = les,e1]lp, = (94§) si A = [T]p,. Folosind relatia
A= C71AC, rezulta

s, =A = (90)7 (53 (98) = (43).

c) Observam c& B, este baza in spatiul R?, deoarece matricea sa relativ la By,
[Ba]s, = [(1,2)",(2,-1)"] = (3 2 ) este nesingulard (det[Ba]p, = —5 # 0). Atunci
matricea de trecere de la B; la By este

Cp.p, = [Bilp [ Bals, = (96) 7 (3 %) = (23)).

Altfel. Pentru a obtine matricea de schimbare de baza Cp, p,, descompunem baza
noua Bs dupa cea veche B si formam din coeficientii descompunerii coloanele matri-
cei:

(1,2) = a(0,1) + b(1,0) a=2b=1 e )1
{(2,—1)=6(0,1)+d(1,0) :{ c=-1, d=2 = O = (50)=(173)-

d) Folosind relatia A’ = C~'AC de schimbare a matricei lui T' de la baza By la baza
B,, obtinem

T8, = [Bal 5 [T]m [Balme = (1 2) T (33 (32) =(39).

Altfel. Exprimam imaginile prin T ale vectorilor noii baze By = {(1,2),(2,—1)}
relativ la Bs, iar coeficientii descompunerilor formeaza coloanele matricei operatorului
liniar T relativ la baza Bs:

T((1,2)) = a(1,2) + b(2, —1) a=5 b=0 B B
{T((2,—1)):c(1,2)+d(27—1) ;‘{ c=0. d—o = [Ms=0@a)=(35)

e) Notam D = [T]p, = (§§). Matricea D este insd forma diagonald a matricei A4, cu
valorile proprii {5,0} aflate pe diagonala acesteia, iar baza By are calitatea de bazi
diagonalizatoare pentru endomorfismul 7.

f) Stim c& polinomul caracteristic al lui 7' nu depinde de baza relativ la care se
considera matricea endomorfismului, deci

Pr(\) = Pa(A) = Pp(N) = | | =A% = 5A.

Folosind teorema Cayley-Hamilton, rezulta Pr(A) = Og, deci A> — 54 = 0. Prin
urmare A? = 5A, deci AF = 5F"1A Vk > 2. Atunci

(A (2)) = (AL (2)) =5 G (2)
=5 (), (2)) =50 =0,
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2011-2012

I. a) Studiem absolut convergenta seriei cu criteriul raportului. Obtinem

1+_x2n |x% |$|< 1
lim |z| = L |z =
n—00 1+ g2n+2 1 |x|> 1

Rezultd ca seria este absolut convergentd, deci convergentd, pentru z € R\{£1}.
Pentru x = 1, seria este evident divergenta si pentru x = —1 convergenta seriei

rezulta din criteriul lui Leibniz.

) xnfl ynfl
b) Pentru z € (0, y], folosind z“"+1 > 1, rezulta — < .
) (0,41 = 2 IO D) S 2 n
n>1 n>1
Dar y < 1, deci seria din membrul drept converge. Prin urmare seria data este uniform

convergenta pentru orice y € (0,1). Pentru z = 0, seria este 0.

¢) Conform punctului b) seria este uniform convergentd pe (0,1), deci are loc
wnfl

1 1
1
egalitatea / f(z)dx = / . Cu schimbarea de variabila z™ = ¢,
0 'r; n+1 0 1+ ZL‘Qn

1
. 1 1 = =«
rezulta/o flx)dx = E i niC T

n>1

II. a) Folosind regula de derivare a produsului de functii, din definitia lui ¢ rezulta:

V(@) = (27%(2))" = (-a)2™""lp(a) +27 % (z) = (-a)a™ " lp(a) +a7 oy (2).

Folosind relatia din enunt, obtinem ¢’(z) = (—a)z=* tp(z) +2 %1 - ap(x) = 0. Deci
1 avand derivata nuld, este constantd pe intervalul conex (0,00), si deci ¥(z) = ¢,
Vax > 0. Atunci din relatia care defineste functia v, rezultd ¢ = x~%p(x), si prin
urmare p(z) = c¢- z%.

b) i) V(a) este o submultime in spatiul vectorial W = {f : R — R}, considerat
cu operatiile din enunt. Calitatea de spatiu vectorial a lui V(a) decurge din cea de
subspatiu vectorial in W, ceea ce se verifica imediat:

e Daci f,g € V(a), din f,g derivabile rezutd f + g derivabila, iar prin sumare

obtinem

{ ig,l((j)) _ 2;((5)) = 2(f+9)(z) =alf +g)(x),Vz € R, deci f+ g € V(a).

e Dacak € Rsi f € V(a), din f derivabila, rezulta k f derivabild, iar prin inmultire
cu k, rezulta

zf'(x) = af(z) = x2(kf) () = alkf)(x),Vz € R, deci kf € V(a).

Rezulta (V(a),+, -r) spatiu vectorial cu operatiile definite in enunt, induse din W.
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ii) Fie a € R\{0,1} si f € V(a). Atunci din relatia zf'(z) = af(z),Vz € R,
pentru z = 0 obtinem 0 = af(0). Dar a # 0, deci f(0) = 0. Fie f € V(a). Pentru
x > 0 s-a obtinut la punctul a) forma functiei f, f(x) = cx®, unde ¢ € R. Pentru
x < 0, dupa schimbarea de variabilda ' = —z §i cu un rationament similar celui de
la punctul a), obtinem f(z) = ¢(—x)~%, unde ¢ € R. Deci V(a) contine acele functii
derivabile care au forma

c1(—x)*, pentruz <0

f(z) = Ca, pentruz =0 , c1,c2,c3 €R.

c3x?, pentru x > 0

Se observa ca pentru a = 0, obtinem f’(x) =0, deci f(z) = ¢, Vo € R. Pentru a # 0,
punand conditia de derivabilitate, avem

e pentru a € (—o0,0) U (0,1), rexultd ¢; = ¢ca = ¢3 = 0, deci f(z) = 0,Vx € R si

V(a) ={0};
e pentru a = 1, rezultd ¢; = —c3 si ¢co = 0, deci f(z) = cz,Vr € R;
e pentru a > 1 avem ¢y =0, iar ¢; 3 € R.

Se observa cd pentru a € R\{0,1}, avem f'(0) = 0.

iii) Pentru a = 2 > 1, avem ¢1, co € R; si obtinem

V(2)={c1-fi+cs- fa|ci,c3 € R} = Span ({f1, f2}),

unde
22, pentruz <0 0, pentru x <0
fi(@) = { 0, pentruxz >0 ’ folw) = 22,  pentru z > 0,
gi deci dim V' (2) = 2.
Pentru a = 1, rezulta ¢y = —k,cs = k, k € R si co = 0; obtinem

V(1) ={kfo | k € R} = Span (fy), pentru fo(z) = z,Vz € R, deci dimV (1) = 1.
Pentru a = 1/2 € (0, 1), obtinem ¢; = ¢y = ¢3 =0, deci f =0, iar V(1/2) = {0},
de unde rezultd dim V(1/2) = 0.
III1. a) Fie B = (‘(f g), unde a, b, c,d € R care satisface conditia din enunt,.

Egalitatea se rescrie

2a+b=2a+c¢, 2a+3b=2b+3d
_ 22 ab) _ (ab 22 )
AB = BA @(13)(”)(”)(13)@{ 2% +d=a+3c, 2+3d=b+3d

b=2c (g QSt— t 2(s—t
{22, ()= () oa- (). e

Polinomul caracteristic al matricei B este

t—X 2(s—t)
s—t s—A

Pp()\) = det(B — \,) = =\ — (s +t)A + (5st — 257 — 2¢%).
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Ecuatia caracteristicd Pg(A) = 0 conduce la rddacinile A\; = 2t — s; Ay = 25 — ¢,
s,t € R, valori proprii simple, deci B este diagonalizabild. Dar Pa(\) = A2 — 5\ + 4
are radicinile reale \; = 1, Ao = 4. Se observi ci egaland valorile proprii ale
matricelor B gi A, avem

A=\ Lf2-s=1 _[t=2
Ao = Ao 2s —t =4 5 =3,

deci pentru t = 2,5 = 3, avem A\ = Mo=1 si A = Ao = 4, deci valorile proprii ale
celor doua matrice coincid.

Altfel. Printre matricele B care comuta cu A se afli si matricea A, deoarece A
comuta cu ea insasi (A- A = A- A). Deci existenta unei matrice de tip B cu valori
proprii identice cu ale lui A este asigurata chiar de matricea A. Se mai observa ca
inlocuind ¢ = 2, s = 3 in expresia generica a matricelor B, se obtine chiar matricea A.

b) Considerdm aplicatiile f+ = $(f k) : R” — R”, unde k : R" — R" este
proiectorul pe subspatiul Ker f asociat descompunerii in suma directd din enunt,
k(z) = x1, pentru ¢ = x1 + 23 cu 1 € Ker f,zo € Im f unic determinati de
x. Se verifica ugor ca fi sunt liniare. Deoarece fi sunt endomorfisme ale spatiului
vectorial finit-dimesnional R™, deci pentru a arata ca sunt automorfisme este suficient
de probat injectivitatea acestora®. Este suficient deci de aratat ca nucleul acestora este
subspatiul nul. Spre exemplu, pentru f; probam egalitatea Ker f; = {0} prin dubla
incluziune. Deoarece Ker f este subspatiu vectorial, rezulta {0} C Ker fi. Pentru
incluziunea inverss, folosim faptul ci suma din enunt este directd (Im f N Ker f =
{0}). Pentru z € R", avem

zeKerfi & fi(x)=0< (f+k)(x) =0« f(zx) = —k(z) € Ker fNIm f = {0}
= f(r)=k(z)=0=> =ze€Kerfsik(z)=0=2=k(z)=0=2z¢€ {0},

deci Ker fi C {0}. Prin urmare Ker f, = {0}, iar fi injectivda, de unde bijec-
tivitatea lui f, pe baza observatiei de mai sus. Pentru f_ se procedeaza analog.

IV. a) Fie M = d; Ndy C R3. Aceastd multime este descrisd de sistemul de
ecuatii liniare cu parametru

z—y=0, z4+y—2=0 o r=y=2=0
r—2=0, z4+y+z=2A 0=\
Sistemul este compatibil doar pentru A = 0 - avand in acest caz solutia unica

(z,y,2) = (0,0,0), deci M = {0O(0,0,0)}, drepte concurente in origine. Pentru
A # 0, sistemul este incompatibil, nu are solutie, iar intersectia celor doua drepte este
vidd (M = (), dreptele nu se intersecteazd). In acest caz, vectorii directori ai celor
doud drepte (dati de exemplu de produsele vectoriale ale vectorilor normali la planele

3 Aceastd proprietate a endomorfismelor injective pe spatii finit dimensionale rezulti imediat

din teorema dimensiunii pentru transforméri liniare, dimR"” = dim Ker f+dim Im f, de unde
——
n 0

rezultd surjectivitatea constatand egalitatea dimensiunii imaginii cu cea a codomeniului dim Im f =
dimR™ = n.
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ce le determind), sunt:

i ik i 7k
vp=|1 -1 0 5(171,2), ve=1]1 0 -1 E(l,—2,1)7
1 1 -1 11 1
si deoarece
i 7k
t=txt=|1 1 2 |=(51,-3)%#(0,0,0),
1 -2 1

rezulta ca vectorii directori v si U2 nu sunt colineari, deci dreptele nu sunt paralele.

b) Dreapta ciutati este perpendiculara comuna d- a dreptelor d; si do, drepte
care pentru A\ = 1 sunt disjuncte si neparalele (deci d* exist# si este unica). Atunci
d+ = 7 Ny, unde

w1 este determinat de vectorii liberi 7;, o+ si de un punct 4; € d;
7o este determinat de vectorii liberi T, o si de un punct Ay € do.

Alegem A;(0,0,0) € d; si A2(0,1,0) € do. Atunci ecuatiile cautate sunt:

zr—0 y—0 z—-0

m o 1 1 2 & br—13y+42=0
5 1 -3
dt:
z—0 y—1 z-0
Ty 1 -2 1 & b+ 8y + 112 — 8 =0,
5 1 -3

oz — 13y +42 =0

. . . v v .o l .
si deci perpendiculara comuna este data de ecuatiile d-— : { Sz 8y+ 11z — 8 = 0.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2011-2012

Inx

a) Obtinem lim /7 = lime's = e = 0,51 lim 27 = lim e ® =e’ = 1.
z\0 N0 T—00 T—00
of (xZ)l/IQ

b) i) Prin calcul direct, rezultd —=(0,0) = lim . Avem o nedeterminare
ox z—0 X

de tipul %. Vom calcula cele doua limite laterale. Astfel

Inz
2\1/a? lim (2 — 2?)—
lim&:hmxw%flzew\o 2 _e2.0=0
™\0 x N0
2\1/22 2\1/2> 2\1/y
i T g, @, WO
x 0 xX z 0 —X y\0 Yy
0
Rezultd %(0,0) = 0; analog, a—f(0,0) =0.
Y

2 2\ 37
ii) Calculdm lim w Notand 2 + y? = ¢, obtinem lim ¥~ 2 = 0,
z,y—0 N ax? 4+ y2 t\0
deci functia este diferentiabila Fréchet in (0,0).
f 2x

v 6 2242 2 2
iii) Pentru (x,y) # (0,0), rezulti % = (22 +9?)> + -m(l—ln(x +y°)).

= 2xz )'x? € (—1,1), de unde
n>0

II. a) Obtinem In’(z% + 1) =

) x2n+2
1 1) = " .
n(e? +1) = Y (-1
n>0
b) Intervalul de convergentd al seriei de la punctul a) este € (—1,1), dar cum in
+1 seria este convergentd (criteriul lui Leibniz), rezulta ca multimea de convergenta

este [—1,1]. Seria este uniform convergenté pe [—r, 7], Vr € (0,1).
2
1 <
¢) Avem ——7; 7; Z @n 1) 24—1-2 [ E de unde rezulta

Z¥_ﬁ
Zooni 1?8

d) Calculul intregralei conduce la

11’11+x 2n+2 i .
- ;0/ ‘e - 5V mrnay

1 1 1 1 7T2 71_2 7'(2

27;0 n+1)2_2<;(2n+1)2§(2n)2> :§<§7ﬂ):ﬂ'

IIT1. a) Punctele critice sunt (0,0) si (1,1). (0,0) este punct de minim local iar
(1,1) nu este punct de extrem.
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b) Pentru 2 = 0 sau y = 0 (pe frontierd) functia f definegte functia g : (0,00) — R,
g(t) = t2e~t. Avem ¢'(t) = te!(2—t), care se anuleaza pentru t € {0, 2} (puncte critice
pentru g). Cum ¢’ este strict pozitiva pentru ¢ € (0,2), g este strict crescitoare pe
acest interval. Analog, g este strict descrescitoare pentru ¢t € (2, 00), deci g admite
un maxim local in t = 2 §i gmex = 9(2) = & = f(2,0) = £(0,2). Deci f nu are
puncte de maxim local in interiorul domeniului considerat, deci nici de maxim global.
Pe frontierd (z = 0 sau y = 0) avem frq. = f(0,2) = f(2,0) = &, iar xlgrolo flz,y) =

2, ,2
Loty _ . _ - 4 .
xlg{)lo e 0 s ylgr()lo f(z,y) =0, deci fraz = f(0,2) = f(2,0) = = pe domeniul

considerat.
¢) f(z,y) < &, Yo,y > 06 THE <& Yoy > 06 SH < emtm2 Va,y > 0,

IV. a) Verificim calitatea de subspatiu vectorial pentru U C M3 1(R).
o dacid u = (2o, —a, B)t, v = (2a/, -/, B')t € U, atunci

u+tv=(2a+a) —(a+a) (B+5)) €U.
—_— ——

20 —al B

e daci k € Rsiu= (20, —a, B)t, atunci k - u = (2(ka), —(ka), (k3'))t € U.
—— N N~

20" —al B//

Vectorii din U se descompun dupa doi generatori:
(20, —a, B) = (2, —1,0)" +53(0,0,1)" € Span (uy,uz),
—_—— ————
uq u
. . . . 2 0 )
iar matricea componentelor celor doi vectori [u1,us] = (—01 (1)> are rangul 2, deci

familia {uq, us} este liniar independentd. Rezulta cd o bazd in U este By = {uy,ua}.

b) Polinomul caracteristic al matricei A este

4— A 6 0
PiAN)=| -3 —5-X 0 |=-(-1)*N+2).
-3 61—

Atunci P4(A) =0 < X € {1, -2} C R, iar valorile proprii ale matricei A sunt A; =1
(valoare proprie dubla) i Ao = —2 (valoare proprie simpla). Aflim subspatiile proprii
asociate celor doua valori proprii.

Pentru A = 1, rezolvam sistemul caracteristic

(G228 () = () warm=oe (i) = () =t(¥)+s () stem

deci subspatiul propriu este Sx—; = Span ({(—2,1,0)*, (0,0,1)*}).
—_——— ——

U1 V2
Pentru A = —2, obtinem sistemul caracteristic

(SO =@ = {01 sy = (1) =5(2)-se
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deci subspatiul propriu este Sx—_» = Span ({(1,—1,—1)"}).
—_——
vs
¢) Se observad ca u; = —vy ¢l ug = vy, deci auy + bus = (—a)vy + buy, deci
Span (u1,u2) = Span (v1,v2) gl prin urmare U coincide cu subspatiul propriu Sy—;.
d) Se constata ca avem det([v1,v2,v3]) =1 # 0, deci familia B = {v1, v, v3} este
baza format# din vectori proprii ai matricei A pentru spatiul R?. Prin urmare A este

—20 1
diagonalizabild, cu matricea diagonalizatoare C' = [v1,va,vs] = ( é ? 7%>7 matricea

diagonala asociata D = (é ?1) 82 ), si are loc relatia D = C~1AC.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2012-2013

I. a) Utilizdnd proprietatile determinantilor, avem:
det(A*41,) = det(A+il,)-det(A—il,) = det(A+il,)-det(A +il,) = |det(A+il,)|* > 0.

b) Cautdm inversa B! a matricei B de forma B~! = I, + aA + bA?, unde
a,b € R. Folosind egalitatea A3 = 0,,, care implica A* = 0,,, relatia BB~ = I,, se
rescrie

1 1
(In + At SA")(In + aA +bA%) = I & (a+ 1A+ (a + b+ 5)A% =0,
N—————
—
Identificand coeficientii celor doua matrice cu 0 obtinem sistemul liniar { Z i 2 j E 0
1=

decia=-1,b= % Prin urmare B~' =1, — A+ %AQ. Se arata ca
Lo Lo

Asadar, matricea B este inversabila si B~! = %Ag — A+ 1I,.

II. Fie m = dim Ker T' = dim Im 7. Pentru T : R? — R? folosind teorema
dimensiunii pentru transformari liniare dimR? = dim Ker T + dim Im 7, si obtinem
2 =m+m, deci m = 1. Dar Im T = Ker T implica T?(v) = 0,Vv € R?, deci
daci A este matricea transformarii 7' in baza canonic, atunci A2 = 0. In plus,
dim Im 7" = 1 implicad rang A = 1, deci A singulara, cu cel putin un coeficient nenul.
Dacid A = (¢%), obtinem

a’?+bc=0, d>+bc=0

2 __
A7=0 ba+d) =0, cla+d)=0.

(:
——

Distingem cazurile: (i) b=0=a=d=0= A= (29),c € R* (ii) ¢ =0 =
b€ R (ii) d = —a = bec+a%? # 0. Dacd b = 0,
,c € R*, deci se obtine cazul (i); dacd b # 0,

A )
atunci ¢ = f% si A= ( 2 ), a € R. Se observa ca pentru a = 0, cazul (iii)
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produce cazul (ii). In final, obtinem matricele M, = (99), c€ R; My = <:(L2 fa ,
b
a € R, b € R*. Transformarile T' corespunzatoare sunt: T(x,y) = (0,cx), ¢ # 0,

si T(z,y) = (ax -+ by, —%(ax + by)) ,a € R,b € R*. Pentru T : R3 — R3, folosind
teorema dimensiunii pentru transformari liniare, obtinem 3 = 2m, deci contradictie

(3 nu este numair par). Deci nu existd asemenea endomorfisme in R3.

2
x2n e

1 2
II1. a) Evident, fo(z) = —56_”” Jlar fr(z) = fao1(x) — o]

b) Cu ajutorul relatiei de recurenta, gasim

—z? 2 4 2n -z "1
fa(@) = folw) = 5 <Z+“;!+...+xn!>—62 <Zk!(x2)k>.

k=0
Tinand cont ca i l(xQ)k = ¢ deducem ci lim fulx) = _1
; =0 k! ’ noo’ " 2'
! 1
¢) Obtinem nh_>n;o/0 fn(z)dz = -3

IV. a) Functia f nu este continua in (0;0), are derivatele partiale in origine egale
cu 0 si nu este diferentiabila in origine.

3 k! - 2k
b) Avem I, = /02 (sint)™. Dacd n =2k + 1,k € N, obtinem I,, = kO

¢) Sirul de functii (g,) converge uniform la functia nula g(z) =0, vz € R.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2012-2013

I. a) Raza de convergenta a seriei de puteri este 1. Pentru y = 1 seria este
divergentd iar pentru y = —1 seria este convergentd (Leibniz), deci multimea de
convergentd este y € [—1,1).

y" oL cos" x

b) C In(l —y) = = -1,1 It In(1 — =

) Cum In(1 — y) Zn,ye[ , 1), rezulta ca In(1 — cosx) Z m—
n>1 n>1
pentru z € R\{2kn|k € Z}.
Si 2sin £ cos £
¢) Avem lim e % = lim ctg L existd.
z—01—cosx z—0 2gin“Z z—0 2

2

II. a) Derivatele partiale sunt

2. b
ﬁ(Oab)z 1imwz lim x”sin 2 _o,
ox z—0 T Py .
Of (0 4y = g LOW SOV 0 0,

ay y—b y——b %%Oy-—b -
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veng |2 2 2] si tinde la 0 cand & — 0 §i y — b
< < — = z|z| si tinde la 0 cand x siy ,
VaZ+ 2| T a2+ 2 T

rezultd ca f este diferentiabila Fréchet in (0,b).

b) Cum

in¥ — ¥
¢) Avem % = { (2)? Sy TYCoS L, i i 8 Functia % este continud in (0, 0)
) Y
gi discontinud in punctele {(0,b) | b # 0}. Pe de altd parte, a—f = { gcos z’ i 7 8
Y ) =Y,

iar lim x cos = = 0, deci avem continuitate.
z—0 x

IIT. a) Varfurile triunghiului D (considerate in sens trigonometric) sunt O(0,0),
A(m,0), B(0,7). Atunci cele trei laturi OA, AB, BO ale frontierei admit, spre exem-
plu, urmatoarele parametrizari:

’YOA(t) = (t,0), t € [0771']
vap(t) = (=t, 7 +1t), t € [-7,0]
"}/Bo(t) = (0, *t), te [*’/T,O].

b) Pentru determinarea punctelor critice ale functiei f rezolvam sistemul

—sinz +sin(z +y) =0
—siny + sin(z +y) =0,

de unde = = y si sin(2z) = sinz. Obtinem sinz = 0 sau cosz = 3. Alegem doar
punctele aflate in D gi avem doua puncte stationare: (0,0) si (5, 5). Primul nu este
punct de extrem local al functiei, dar cel de-al doilea este punct de minim local, iar

(%, %) este punct de maxim local.
3
¢) Avem min f=-—1,iar max f=—.
(z.y)eD (z,y)€D 2
IV. a) Folosind liniaritatea lui T si descompunerile u; = 2e; + Oes + les + 3ey,
us = Oey + les 4 3es + 2ey4, prima relatie din enunt, se rescrie relativ la baza B:

T(Ul) = Uy < 2T(61) + OT(GQ) + 1T(€3) + 3T(64) = 061 + 162 + 363 + 264

& [T(e1), T(e2), T(es), Tlea)]s ( ) - () |

Rescriind analog celelalte relatii, sistemul format din relatiile date in enunt se scrie
condensat

N W= O
O DN W =
OO N W
N W= O
O N W
S O N W
W= O N

M=[u1,u2,u3,us] B N=[uz,u3,uq4,u1]p

Deci matricea transformarii T relativ la baza B este

0O 1 0 0
voy-1i_| 0 0 1 o0
[Tlp=N-M""= 1 -1 1 0
29 _71 11 4

15 5 15
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b) Se observi ca F este bazi in R?, deoarece matricea [F]p asociati acestei familii
relativ la baza canonica B a spatiului este nesingulara:

[e]e) WJOV)

=23 #£0.

oW

0
1
3
2

wWHON

det[F]B = det[ul,u2,U3,U4]B =

Rescriem egalitatile din enunt relativ la baza F, tindnd cont de liniaritatea lui T

T(Ul):UQ T(ul):0~U1+1-UQ+O-’LL3+O'U4 [T(ul)]F:(O’l’O’O)t
T(uz) =us ) T(uz)=0-w1i+0-uz+1-ug+0-uq [T'(u2)]F = (0,0,1,0)"
T(u3) = ua T(us) =0-u1+1-u2+0-us+1-us [T(us)]r = (0,0,0,1)*
T(u4) = U1 T(U4) =1l-ur+1-u24+0-u3+0-us [T(U4)]F _ (170’070),5

¢) Determindm polinomul caracteristic al endomorfismului 7" utilizand oricare dintre
matricele asociate (Pr(\) = Pa—ir),(A\) = Py (M)):

- 0 0 1
PrN) =det([T]p —AL)=| & 25 0= M-1=0-1DA+1)\+1).
0O 0 1 -

Singurele rad&cini reale ale polinomului (valorile proprii ale matricei reale A) sunt
A1 = 1si Ay = —1. Aflam subspatiile proprii asociate celor doua valori proprii.

Pentru A = 1, rezolvam sistemul caracteristic asociat

—a+d=0
_19 0 1 a 0 a—b=0 @ 1
0 0 1 -1 d 0 d 1
— c—d=0

[T1r—A114

deci subspatiul propriu asociat valorii proprii A = 1 este Sx—; = Span ({(1,1,1,1)"}).

———
v1
Pentru A = —1, rezolvam sistemul caracteristic asociat
a+d=0
1001 a 0 _ a -1
1100 b _ (o a+b=0 (b>_ (1)
= & & =s| 2 ,s €R,
G G) =)=y imze = ()=
— c+d=0
[T]F—X21a

deci Sy—_1 = Span ({(—1,1,-1,1)"}).
N———

V2
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2013-2014

12 -1
I. 1) a) Obtinem succesiv A+1 = (712 L2 ), det(A+1) = 10 # 0, deci matricea
A + I este nesingulara.

b) Inmultind la stanga si la dreapta cu matricea inversabild (I + A), se obtine
relatia echivalenta (I + A)(I — A) = (I — A)({ + A), care (tinand cont ca matricele I
si A comuti) se rescrie ca I — A? = I — A%, o identitate.

¢) Folosim urmatoarele egalitdti evidente:

Al=-AT'=1  (BY)'=([B")
(BC)t = C'Bt, (B+C)t =B+t
(BC)"'=C™'B7', (B+C)'=B1'+C7!

si obtinem I — A inversabila, cu inversa

I-A) =[I+A7T " =[I+4)7'T,
iar transpusa matricei Q = (I — A)(I + A)~! este
Q' =[I+A)7NI -4 =[I+AT I +A4) = -4 +A4),

deci, folosind egalitatea b) rezultd Q'Q = (I — A)~1(I+ A)(I — A)(I + A)~1, egalitate

QIQ=IT-A'T+AT+A M T-A)=T-A)T-A)=1

2) Folosim egalitatea Q'QQ = I. Fie A € C valoare proprie a matricei @, privita
ca matrice cu coeficienti complecsi, si fie v € C\{0} un vector propriu de norma 1
asociat valorii proprii A. Atunci, aplicind conjugarea complexa si transpunerea, si
tinand cont c& matricea @Q este reald (Q = @Q), rezulta

Qu=\v= Qi =\t = Q" = \v'.

inmul@ind apoi termen cu termen la stanga prima egalitate cu membrii ultimei egalitati
si folosind relatiile Q*'Q = I si v'v = ||v]|? = 1, rezulta

7'Q'Qu = ' e v = v e 1= |M\2-1 & |\ =1,

deci toate valorile proprii ale matricei @ au modulul egal cu 1. Se observa ca A € R
implicd A € {£1}, deci valorile proprii reale ale lui @ nu pot fi decit £1. Pentru

0o 0 1
matricea Q = | 4/5 =3/50 | din problema, polinomul caracteristic asociat
3/5 4/5 0

Po(X) = det(Q — Als) = —1(A — 1)(5)2 + 8\ + 5)
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are singura radacina reala A = 1. Rezolvand sistemul caracteristic, obtinem subspatiul
propriu

v o | (1) = (B) @ v=s(3) 0 e = St = Span (12,
3/5 4/5 —1 \Uz-/ ~~

Ops3

Q—1Is

3) Singura proprietate care a mai ramas de demonstrat este det(A+I) # 0. Matricea
0 a b

A este antisimetrica de ordin trei, deci are forma A = (ﬂg 0 8)
—C

Atunci det(A+13) = ‘—Z ¢ 2

—c1

=1+a®+b+ > 0, rin urmare det(A -+ I 0.
a ¢ §i prin u (A+13) #
>0

Altfel. Demonstram proprietatea prin reducere la absurd. Fie A1, A2, A3 € C cele
trei rad&cini compleze ale polinomului caracteristic P4(A) = det(A — Al3). Folosim
egalitatea A® = —A si faptul ci A are ordin impar n = 3; obtinem

det A = det A" = det(—A) = (—1)3det A = — det A,

deci det A = 0, ¢i cum det A = A A2 \3, rezulta prima valoare proprie A\; = 0. Daca
prin absurd matricea A+ I = A — (—1I) ar fi singulard, atunci am avea P4(—1) =0
si deci a doua valoare proprie va fi Ao = —1. Din antisimetria matricei A, rezulta
imediat Tr(A) = 0, iar din egalitatea Tr(A) = A1 + A2+ A3 = 0+ (—1)+ A3 obtinem a
treia valoare proprie A3 = 1. Pe de alta parte, folosind din nou antisimetria matricei
A, exprimam in doud moduri diferite invariantul J al matricei A,

J WA 0w ] 22 9| = Ade 4 Aods + Ashd,

= | —aiz 0
ceea ce conduce la egalitatea

afy+ajz+azs=0-(-1)+(=1)-14+1-0< aj, +afs + a3 +1 =0,
—_—

>0

o contradictie. Rezulta ca matricea A + I este nesingulara.
- (2n —1 2n+1
II. a) Obtinem arcsinz = z + nz;l 2 1 - n?n ) ;n 1
1V, faza locala, anul I, profil electri:, 2010—2011).

b) Seria ceruta este arcsinl = 7.

(a se vedea problema

o o . . v v
IIT. a) Impunem conditia ca v(x,y) si fie armonica, deci Av = 922 + 52 = 0.
L Y
(a se vedea problema I b), faza locald, anul II, profil mecanic, 2006-2007).
b) Avem (%) = Carctg £ + Cy, C1,Cy constante reale. (a se vedea problema I

b), faza locala, anul I1, profil mecanic, 2006-2007).

IV. a) Matricea C' = [e1, cg, c3] de trecere la baza ortonormatd B’ = {c1,ca,c3}
satisface relatia x = Cy, deci y = C ™'z = C'z, deci y = Qz implica Q = C*. Aflam
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baza B’ formata din versori proprii ortogonali. Matricea fiind simetrica, valorile
proprii sunt cele trei radacini reale ale polinomului caracteristic

2—X 1 0

=—(A=2)- A= (2+V2)] - [A-(2-V2).

Rezolvand sistemele caracteristice asociate, obtinem
(A=2Iw =0 < v € Span {(—1,0,1)'}
[A—(2+4+V2)IJv=0 < ve Span {(1,v/2,1)*}
[A—(2-V2)[[v=0 < ve€ Span {(1,—v2,1)!}

Normand generatorii celor trei subspatii mutual ortogonale, rezulta baza ortonormata,
matricea C' = [c1, c2, c3] de trecere la aceastd bazd gi matricea Q = C*

t
R D G S T L SC 2N O R B SVC I
= 1 = \/§7a\/§ , C2 = 2’ 9’9 ,C3 = 2’ 2’9 ’

_L o L
, V3 vz

deci Q = [c1, ¢2, 3]t = Loz 1
1 _ V2 1
2 2 2

2 0 0
b) Folosind egalitatea Q~*AQ = <0 2442 Of)’ se observa ca functia de opti-
0 0 2-2

mizat se rescrie in noua bazi ortonormati in functie de noua variabila y € R3\{0}
dupa cum urmeaza:

flz) = 2de — (@ AQy) _ y'Q'AQy _ y'Q 'AQy

otz T (Qy)E(Qy) T Yty T yly
_ yt-diag 224v22-v2)y _ 203+(2+V2)u3+(2—V2)y3 _ (y)
= vy - yi+yity? =9

Matricea @ fiind nesigulara, folosind egalitatea y = Qx se observa ca x =0 < y =0,
deci g : R3\{0} — R3. Mai mult, notand z;, = k € 1,3, in functia g obtinem
noua functie de optimizat

Y
yitys+y3’

h:D={z=(21,20,23) ' €R® | 2, >0, Vk €1,3, 21 +20+23 =1} = R
9(y) = azy + bza + cz3 = h(2),

unde a = 2,b = 2+ /2, ¢ = 2 — /2, definitd pe interiorul inchis al unui triunghi
din R3, ale carui varfuri sunt tiieturile pe cele trei axe de coordonate ale planului
21 + 29 + z3 = 1. Folosind relatiile care definesc domeniul D, putem rescrie problema
de extrem in raport cu primele doud variabile (21, z2)

( ma)ux azi+bzate(1—21—2), unde D' = {(z1,20) €R? | 21 > 0,29 > 0, 21+20 < 1}.
z1,22)€D’
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Se observa ca extremul acestei probleme de programare liniard se atinge in coltul
(21,22) = (0,1) € D', deci in punctele corespunzitoare y. = (y1,¥y2,y3) = (0,s,0),
s # 0, in care se atinge valoarea de maxim local g(y.) = b = 2 + /2. Valoarea
corespunzatoare a argumentului x, al functiei initiale f este

e = Qy. = C* - 5(0,1,0)" = 5(0,°2, —2)t, 5 € R\{0}.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2013-2014
I. a) Prin calcul direct obtinem A% = (g 3 g) =3 ( 11 %) = 3A. Auloc egalitatile
333 111

A" =A- A" =A.3"2A=3""2A?=3""2.34A=3""1A4, V¥n > 2,

deci s-a demonstrat prin inductie egalitatea A™ = 3""1A, Vn > 2.

b) Dezvoltand in serie exponentiala matricei A si folosind egalitatea demonstrata
la punctul a), obtinem succesiv

A B tn - tn " tn.3n71
e _ZEA —I+tA+ZﬁA _I+tA+ZTA

n>0 n>2 n>2
_ 1 (3" 1 (3t)"
_I+tA+§-ZTA_IthAJrg~[(1+3t+ZT)A—(1+3t)A]
n>2 n>2
3t 3t
= TtA+ S [PA- (143 =T 2A+ S A=T+ S 1A

¢) Fie x = (1,72, 73)" € R®. Atunci Az = (z1+2z2+23)-(1,1,1)%. Prin calcul direct,
folosind biliniaritatea produsului scalar real, rezultd (Az, Ax) = 3(z1 + 22 + 23)%.

d) Folosind monotonia strict crescitoare functiilor patrat si radical, obtinem

|All2 = sup{y/(Az, Az) | ||z]|2 = 1} = sup{\/3(z1 + 2 + x3)? | |Jz]|> = 1}
= V3y/sup{(x1 + x3 + x3)? | [Jz[]2 = 1}.

Avem deci de maximizat lagrangianul L(z) = (z1 + 22 + 23)? supus la legitura

|zl =1e /23 + 23 +23 =125 + 25 +25 =1.

Folosind ultima egalitate, problema de extrem revine la a calcula
sup{1 + 2(z1w2 + wox3 + x371) | 27 + 23 + 23 — 1 =0}.
Aceasta problema de extrem este cu legaturi, deci asociem lagrangianul extins

L(z;A) = 1+ 2(2122 + 2223 + 2321) + A - (2F + 25 + 23 — 1).
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Pentru a afla punctele critice, calculam diferentiala totala

dm;AIiE (2(za+x3)+A-21, 2(xs+x1)+ 22, 2(x1+22)+ A 235 szrz%ergfl).
2($2+CE3)+)\-1'1:O
2($3+$1)+/\'$2:O
21+ z2)+A-23=0
¥+ a5+ a5 —-1=0.

Egaland cele patru componente cu 0, rezulta sistemul

Suménd primele trei ecuatii, obtinem (A + 4)(z; + x2 + z3) = 0. Distingem doua
cazuri:

(i) Dacad A = —4, din subsistemul liniar rezultd x1 = o = x3 =t € R, care inlocuite
A~ . . . . v . L . v o . . L i L
in ultima ecuatie implica t = + 75 deci rezultd punctele critice p+ = :I:(\/g, 75 \/g)

(ii) Dacd z1 + x2 + 23 = 0, din subsistemul liniar rezultd A\ = 2, deci apare o noua
multime de puncte critice I' formata din tripletele (z1,22,73) € R?® care satisfac
sistemul
r1+x94+2x3=0
{ 2+ a5+ 2% -1=0.

Observam ca I' nu contime puncte de extrem, deoarece toate tripletele x € I satisfac
Az = 0, deci \/(Ax, Az) = 0, pe cand, spre exemplu, x = p; ¢ T satisface conditia
[lz|l2 = 1, si produce o valoare superioard a lagrangianului fatd de valoarea nuld,
/(Az, Az) =1 > 0; prin urmare tripletele din T" produc valori inferioare comparativ
cu p4, deci nu sunt puncte de maxim. Verificdim ca& punctele critice A1 sunt puncte
de maxim pentru lagrangian. Matricea derivatelor partiale de ordinul doi (hessiana)

—42 2
asociatd lagrangianului in punctele Ay este H := Hess(L)|a, = ( 2 24) si are
minorii principali

Al 2—4,A2= |_24 _24| :12,A3:detH:0,

deci conform criteriului Sylvester, produce o forma péatraticd negativ semidefinita,
si deci A4 sunt puncte de maxim local pentru lagrangian. Valoarea comuni a
lagrangianului in aceste puncte este L(p+) = 3 si deci ||A|| = V3 - V3 =3.

Altfel (solutie geometrica). Calculul valorii ||A||2 revine la rezolvarea problemei de
extrem

[|A]l2 = \/§-sup{|x1 +xo 4 3| | 22 + 22 +x§ =1},

deci aflarea valorii maxime a modulului parametrului @ € R pentru care intersectia
dintre planul variabil 7 : @1 + 29 + 13 = a si sfera ¥ : 27 + 23 + 22 = 1 este
nevida. Distanta de la centrul sferei O(0,0,0) la plan este d = |a|/V/3 si variaza in
intervalul [0,7], unde r = 1 este raza sferei. Deci d atinge valoarea maxima atunci
cand planul este tangent sferei in capetele p+ ale diametrului sferei care are directia
7 = (1,1,1) perpendiculara pe planul 7. Intersectand sfera cu dreapta zq = zo = x3
de directie 72 ce trece prin centrul sferei (dreapta suport a acestui diametru), obtinem

Py = (%, %, %) Pe de altd parte, egalitatea d = r se rescrie |a|/v/3 = 1, deci

a = +v/3, si deci ||A|]2 = V3 - | £ V3| = 3, extrem atins in punctele p.

IL. a) Fie f : R? = R, f(z,y,2) = 2* — 2% —y*. Cum f € C*, este necesar ca
%7&0, deci z # 0.
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b) Derivand relatia data in raport cu x, obtinem

0z

423 e 42® = 0, (8)
0z a3 . ) o . .
de unde e Analog, derivand relatia data in raport cu y, rezulta
r oz
20 .
4238—2 — 4P =0, (9)
0] 3 0
si % _ y—B Relatia ceruta x—z + y—z = 7 este echivalentd cu z* + y* = 2%, care
dy  z ox dy

este adevarata prin ipoteza.
¢) Din 2%(1,0) = 1 rezulta 2(1,0) = £1. Avem $(1,0) = &5 = +1, $2(1,0) = 0,
de unde df(1,0)(z — 1,y) = +(x — 1). Derivand (8) in raport cu z, rezulta
’E2— 22 oz 2
1222 (22)2 4 4392 1902 =, 2 = 2T2N(E)

iar %(1, 0) = 121=121 — 0. Derivand (9) in raport cu y, rezulta g—zﬁ(l, 0) =0. Avem

3 . 2 _ 3 . 2 .
g—; =5, s E;?vgy = g—;, deci —8‘1521(1,0) = 0. Prin urmare d?f(1,0)(z —1,y) =0,

iar polinomul Taylor cerut este (1 4 (z — 1)).

> (—1)k 2k
IIT1. a) Pentru = # 0, functia se rescrie f(x,y) = kgo ((Zk:;! (%) 2% = 23 cos %
b) Derivatele partiale cerute sunt %(0,0) =0si %(0,0) =0.
¢) Deoarece 2 cosy 221 < 1l < 22 tinde ciitre 0 cand (z,y) — (0,0)
\/x2+y2 — \/:c2+y2 = |z = ? el

rezulta ca functia f este diferentiabila Fréchet.

IV. a) Prin calcul direct, rezulta:

s (3839 s = (§893), at 3080

A® = 0000 , A% = 0000 ;AP =04= 0000 |-
0000 0000 0000
0,1

)t € R%, obtinem succesiv
Av = (0,0,1,0)!, A%y = (0,1,0,0)t, A%v = (1,0,0,0),
0001
iar maricea M = [v, Av, A%v, A3v] = <8 08 8) asociatd familiei F = {v, Av, A%v, A3v}

1000
este nesingulara (det M = 1 # 0), deci F este baza in R*, in particular familie liniar

independenta.

¢) Fie combinatia liniara nula
kov + lelv + ...+ k'p_lTpil’U =0,

unde ko,...,k,—1 € R. Tinand cont ca Tk = 0, Vk > p si aplicand succesiv
egalitatii de mai sus transformarile 7P~1, TP=2 ..., T', T° = Id, obtinem anularea
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coeficientilor combinatiei liniare (ko = 0,k1 = 0,...,k,_1 = 0), deci cei p vectori
{v,Tv,T?v,..., TP~ v} sunt liniar independent;i.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2014-2015

IIT. a) Se obtin valorile proprii {1,—2,—2} cu vectorii proprii asociati u; =
(1,1, 1), ug = (1,0,—1)%, ug = (1, —1,0), care determind matricea diagonalizatoare
1 1
T = [uy, u,us] = (% Y Bl>’ iar T~YAT = diag(1, -2, —2).

b) A fiind simetrici, cele doud subspatii proporii, Sy=1 = Span(ui) si Sx=—2 =
Span(ug,us) sunt ortogonale. Ortogonaliz&m familia {ug,us} si obtinem familia
ortogonald {vy = us = (1,0,—1)%v3 = (1,—2,1)"}. Norménd familia ortogonald
formatd din vectori proprii {uy,vs,v3} obtinem vectorii {wy,ws, w3} care formeaza

1/vV3 1/vV2 1/V6
coloanele matricei ortogonale diagonalizatoare C' = | 1/v3 0o -2/v6 |.
1//3 =1//3 1/V6

¢) Se observa cd (v,ey) este exact componenta k a vectorului v. Deci dorim ca
prima componenta a lui f; sa fie pozitiva, a doua componenta a lui fs sa fie nula, iar a
treia componenta a lui f3 sa fie negativa. Tinand cont de aceste cerinte, se observa ca

v . . . g, o _ 1 1 1 _
urmatorlul trlpilet de vectori satisface imeste;ond{gn. fi=w = (ﬁ’ Vel ﬁ)t, fo=
wo = (370, 75 VYosifz=—w3= (—%, v —%)t, formand baza diagonalizatoare

ortonormatd By = {f1, fa, f3} ceruta.

IV. a) Egalitatea AD = DA se rescrie sub forma A;a;; = Aja;;, pentru orice
i,7 € 1,n. Pentru i = j acestea devin identititi, iar pentru i # j, obtinem

Aiaij = Ajai; < (A — Aj)aij =0,

si cum A\; # A pentru ¢ # j, rezultd a;; = 0,Vi # j, deci coeficientii ex-diagonali
ai matricei A sunt nuli. Rezultd A = diag (ai1,a22,...,an,), deci A este matrice
diagonala.

b) Pentru implicatia i) = ii), fie XY = Y X. Deoarece X si Y sunt simetrice,
rezultd, c& sunt diagonalizabile si avem C'~'XC’ = D’ si C"~'YC"” = D", sau altfel
scris, X = C'D'C' ' siY = C"D"C"~!. Atunci

XY =YX & C/D/C/71 . C”D/,O//71 — C”DNCN71 . C,chlil.

Daci X are vlaori proprii distincte atunci egalitatea se rescrie (pentru cazul cand Y
are aceasta proprietate se procedeazd analog, grupand diferit):

XY =YX o ch/—lc//D/lcl/—lc/ — C/—lc//D/lc//—lch/ o DIA — AD/,

unde am notat A = C’'~1C"D"C"~1C", deci A este in conditiile afirmatiei de la punc-
tul a). Prin urmare notam A = A, matrice diagonala. Rezulta C’'~1C"D"C"~1C" =
A & C'71YC' = A. Deci, notand ¢’ = Z, avem Z~'YZ = A. Dar C'~'XC' = D’
si deci Z71XZ = D’ si prin urmare Z = C’ diagonalizeaza simultan matricele Y si
X.
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Reciproc, dacd Z7'XZ = D' §i Z7'YZ = D", atunci X = ZD'Z ' 5i Y =
ZD"Z~1, deci, tinand cont ci matricee diagonale comuts, obtinem

XY =2zD'z1' - zD'"z'=zD'D'z'=2D"D'Zz'\zD"Z'. ZzD'Z7' =Y X.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2014-2015

IV. a) Se verifcd usor cele doud axiome de subspatiu vectorial: (i) VM, N €
S(A,B) = M + N € S(A,b); (ii) VM € S(A,B),Vk e R = kM € S(A, B).

b) Orice solutie M = (‘gg a ecuatiei matriceale AM = MB este de forma

=tG,t € R, unde G = (' '), deci S(4, B) = Span(G).

IO
N———

ES
¢) Singura solutie M = (gg
nula, deci S(4, B) = {O}.

a ecuatiei matriceale AM = M B este matricea

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil electric, 2015-2016

II. a) Fie A € R o valoare proprie reald asociatd matricei A (In caz ci o asemenea
valoare proprie existd). Atunci existd un vector propriu v € R3\{0} asociat lui \
pentru A, deci Av = v, din care rezultd imediat A20'%y = A\2015y. Din ipotez& avem
A2015 — [ egalitate care aplicati lui v conduce succesiv la

A2y = [y & XN =y & (N2 — 1)v =0,

si cum v # 0 rezulta
A0S = 1, (10)

Pentru acelagi A € R privit ca valoare proprie a lui B, existd un vector w € R*\{0}
pentru care Aw = \w, care impreuna cu ipoteza din enunt B2°'6 = I3, conduce la

B0y = [;w < A%y = w < (A0 — 1w =0,
si cum w # 0 rezulta
A2016 = 1. (11)

Se observa ca A # 0 (altfel (10) conduce la contradictia 0 = 1). Impértind egalititile
(11) la (10), rezultd A = 1. Altfel. Ré&décinile complexe ale ecuatiei (10) sunt
radécinile de ordin 2015 ale unitatii {cos 25T + isin 25T | k € 1,2015} care contin
doar o singura valoare reald, A = 1. Radacinile ecuatiei (11) sunt ridacinile de ordin
2016 ale unitatii {cos 22(’)“—17% + isin 22(;“—17% | £ € 1,2016}, care contin doar valorile reale,
A € {£1}. Deci din (10) si (11) se obtine unica valoare reald comuni a celor doud
seturi de radacini complexe. A = 1. Nota. Exista cazuri cand cele doua matrice, desi
satisfac conditiile din enunt, si au toate radacinile polinomului caracteristic reale, NU

au valori proprii comune (de ex. A= I3, B = —1I3).
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b) Tindnd cont de ipotezele (A 4+ B + I3)v # 0, v # 0, AB = BA, demonstrim
prin inductie egalitatea P, : (A + I3)"v = (=1)"B"v, ¥n > 1. Primul pas de
inductie este imediat: P, : (A + I3)'v = (=1)!B"v & (A + B + I3)v = 0, adevirat
conform ipotezei. Pentru pasul P, — P, 1, presupunem adevarat P, : (A+ I3)"v =
(=1)"B"v si ardtam cd are loc P,y @ (A + I3)""v = (=1)"*1B"+ 1y, Pentru
inceput obsevam ca din egalitatea AB = BA rezulta egalitatile AB™ = B™A si apoi
(A+1)B" = B"(A+1), ¥n > 1 (eventual prin inductie). Atunci, folosind egalitétile
P,, P; sirelatiile de mai sus, membrul stang din egalitatea P, se rescrie:

(A+T)" o = (A4 I3)(A+ Is)"v = (A+ I3)(=1)" B"v = (~1)"(A+ I5) B™v
— (_l)an(A + 13),0 — (—l)an(—l)B’U — (—1)7L+IB7L+1U7

deci rezulta egalitatea P, 41, iar pasul al doilea de inductie este incheiat. Prin urmare
egalitatea din enunt are loc pentru orice n > 1.

V. Aratam intai echivalenta a) < b). Se verificd imediat incluziunile Ker f C
Ker f2 si Im f2 C Im f (*). De asemenea, se poate verifica imediat (prin reducere la
absurd) afirmatia (**) ”Dacd doud subspatii vectoriale sunt incluse unul in altul si au
aceeasi dimensiune finitd, atunci ele coincid.” AplicAm teorema dimensiunii pentru
transformari liniare, pentru f si pentru f2:

{n:dimlmf—i—dimKerf 12)
1

n = dim Im f? + dim Ker f2.

Daca Im f2 = Im f, prin sciderea acestor egalititi rezulta dim Ker f = dim Ker f2.
Din (*) avem Ker f C Ker f2, deci folosind afirmatia (**), rezultd Ker f = Ker f2,
adicd a) & b). Analog se demonstreazi ci din Ker f = Ker f? rezultd Im f2? = Im f,
adica b) = a)

Aratam echivalenta b) < c¢). Pentru implicatia b) = c), presupuem ci Ker f? =
Ker f. Testam intai calitatea de suma directa a subspatiilor Im f gi Ker f. Fie
x € Ker fNnIm f. Din z € Im f rezultd cd exista v € V ai z = f(v), si
aplicand f, rezultd f(z) = f?(v). Dar z € Ker f, deci egalitatea devine 0 = f2v,
si deci v € Ker f2 = Ker f, de unde f(v) = 0. Dar f(v) = z, si deci z = 0.
Prin urmare, z € Ker f N Im f C {0}. Incluziunea inversd se verificd imediat,
deci z € Ker f N Im f = {0}, iar subspatiile formeazi sum& directa. Verificdm
ca suma lor coincide cu V. Folosind teorema dimensiunii, teorema Grassmann si
dim(Ker f N Im f) = 0, avem

n =dim Im f+ dim Im ker f = dim(Ker f N Im f) + dim(Ker f + Im f)
=0+ dim(Ker f N Im f),

deci dim(Ker f 4+ Im f) =n=dimV gi Ker f + Im f C V. Aplicand (**), rezulta
Ker f+ Im f =V, In concluzie Ker f i Im f sunt subspatii suplementare, deci are
loc c).

Pentru reciproca ¢) = b), presupunem ci are loc egalitatea d), si demonstram
pentru inceput incluziunea Ker f? C Ker f. Fie z € Ker f?, deci f?(z) = 0. Notand
v = f(z), observiam cid v € Im f si f(v) = f?(x) = 0, deci v € Ker v. Prin urmare,
folosind calitatea de suma directa din ipotez&, avem v € Ker f N Im f = {0}, si deci
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v = 0, de unde f(x) = 0, care implici z € Ker f. Prin urmare Ker f? C Ker f.
Incluziunea inversa fiind imediata, rezultd Ker f2 = Ker f, adica b), si deci ¢) = b).
Concludem ci b) < ¢).

Din tranzitivitatea echivalentei i a) < b) < ¢) rezultd si a) < c). Astfel, cele
trei afirmatii din enunt sunt echivalente.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul I, profil mecanic, 2015-2016

IV. a) Se veificd direct egalitatea TT? = I. Prin calcul direct, sau folosind
egalitatea TT? = I, T reald si distributivitatea produsului cu scalari in spatiul
vectorial complex Ms(C), se obtine: (T + ¢T)(T +iT)* = (T +iT)(T* — iT") =
[(14+)T)-[(1 =0T =1 +4)(1 —)TT = 21s.

b) Valorile proprii ale matricei T+4T sunt: {(1+4)(cost+isint)} = {v/2(cos(F +
t) +isin(f £¢))}. Se observa ca avem T + i1 € M(C)\M(R), deci valorile proprii
complexe nereale ale matricei T + 71" nu sunt obligatoriu conjugate, in perechi. De
asemenea, se observa ca enuntul cere existenta a cel putin o wvaloare proprie reald,
gl nu ca toate (ambele) valori proprii si fie reale. Anularea partilor imaginare ale
valorilor proprii conduce la ecuatiile sin(§ +¢) = 0 si sin(§ —t) = 0, care au in
intervalul [0, 27) solutiile ¢t € {2%, I}, respectiv ¢ € {Z,2F}. Reuniunea acestora
este {Z,2%, 5% TT}  Notd. Se observa ci nu existd ¢ € [0,2m) astfel incat toate
valorile proprii ale matricei 7'+ T sa fie reale. Variantd. Prin calcul direct, se obtine
polinomul caracteristic al matricei T + T, P(\) = A% — 2(1 +14) - cost - A + 2i. Daca
A € R este o valoare proprie reala, atunci prin inlocuire in ecuatia caracteristica,
rezultd A(A — cost) 4+ 2i(1 — 2Acost) = 0, iar anularea celor doi termeni conduce

A(A —cost) =0

la egalitatile { . Din a doua egalitate pentru cost # 0 (singurul

1—2X\cost=0
caz convenabil) rezultd \ = ﬁ # 0, care Inlocuita in prima egalitate conduce la
cos?t = %, de unde solutiile cautate din [0, 27) sunt ¢ € {7, ?jf, 57”, %’T .

¢) Valorile proprii ale matricei T sunt {cost=+isint}. Acestea trebuie sa fie ambele
reale, deci sint = 0. Valorile ¢ € [0, 27) care satisfac aceasti ecuatie sunt ¢ € {0, 7},
care conduc respectiv la matricele diagonale +15 (deci conditia necesard ca radicinile
polinomului caracteristic sa fie reale este gi suficientd pentru diagonalizare).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil electric, 2002-2003

I. a) Obtinem

3 (14 ) no 1
lim s,(z) = lim — = lim — -
x—0 z—0 X z—0 1 1 + m k(k + 1)
~ 1 1
- =1l ——— =3n 0 )
Zk(k—i—l) 1 0
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deci s,, este continua in z = 0.

b) Fie z € [0, 1]. Vom folosi pentru demonstrarea convergentei uniforme a girului
(Sn)n criteriul lui Cauchy. Dacd z = 0, atunci

1 1 1
- < — 0.
n+1l n+p+1 n+1n-oo

1 1
5 (0)— 5 (0)] = \1 - \ _

1 =
n+p+1 +n+1

Dacé z € (0, 1], atunci:

n+
1 14

X
|Sntp(2) = sn(@)| = Z Z In(1+ k:(k:—i—l))| <
k=n-+1
n+p n+p

@ Z kk—i—l

cand n — oo, unde s-a folosit inegalitatea In(1 + o) < a, a > 0. Rezultd ci pe
intervalul [0, 1], seria (sy,,), converge uniform.

1 1 1
= — < — 0,
Z kk—i—l " n+l n+pt+l n+l

k=

¢) Stim ca
1 v vyt
In(1 /:7:1— 243 ...=In(1 =Yy -———rT 5 5 T--- <1
(In(1+y)) Ty yt+y -y + n(lty) =y—F+5 =+ 1l
. N . 22 23 .
AtunCl In (1 + k(kJrl)) - E(k+1) - 2k2(k+1)2 + 3k3(k+1)3 T oeeey deci

L3 (s -3 R ST
k—l—l k:k:+ S 2k2(k4+1)2 T 3k3(k+1)3 -

1 ” 1 ) — 1
—1- - S SC A . S
n+l ‘”; ECE ;3k3(1f+1)3 ’

L 1 - 1 Lo 1 B
s(2) —nlgf&(l TES RO Db e D DE T )‘

> 1 > 1
=1— - - 2. I
x; Rk 12 " ;3k3(k+1)3

oo

1 > 1
Atunci S@=s0) _ _ N -
e E W+ Z 3k (k + 1)°

oo
1
Notand E(z) = S(I);S(O) + Z STACESER obtinem
k=1

Elw)=z- <Z3k3k+1 Z4k4k+1 )
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. : S 1 . .
Atunci ili% E(xz) =0, deci s'(0) + ; 572 = 0 gi prin urmare functia s este

(k+1)2

conv.
derivabila in x = 0.

II. a) ap € (0, 1), ap, = In(1 + ap—1), n > 1. Demonstram prin inductie propri-
etatea P(n) : a, € (0,1), Vn > 0. Avem P(0) : ao € (0,1) (adevirat). Aratdm
P(n) = P(n +1). Fie P(n) adevarata; aratam P(n + 1) : any1 € (0,1). Dar
ant1 = In(1 + a,) € (0,In2) C (0,1), deci P(n + 1) are loc. Prin urmare avem
an € (0,1), Yn > 0, deci {a,} unde n € N* este gir marginit. Studiem monotonia
sirului gi avem: a1 —a, = In(1+a,) —a, = ln(let%) Dare®* >z +1, Vo > 0,
deci
a, +1

n

1+a,

n

e’ >a,+1s Sl@ln( )SO(:)an_H—anSO,

deci {a,} sir descrescitor. Prin urmare girul este convergent. Fie | = lim a,.
n—oo

Trecénd la limita in relatia de recurentd, rezultd | = In(1+1) = e! = 141, deci I = 0.
In final obtinem

1

—In(1 - 1 1
T G ) e = O I
230 x x50 2% e—02(x+1) 2

b) Folosind punctul a), rezulta ca seriile E a? s E (an —an+1) au aceagi natura,
n>0 n>0
conform criteriului de comparatie. Dar

Z(an —apt1) = lim (i(ak — ak_1)> = nlLII;O(CLO —ap) =ap € (0,1),

n— 00
n>0 k=0

deci E (an — ant1) este convergentd i deci si seria E a? este convergenti.
n>0 n>0

(2 2 . s (0 0

IIIL. a) Pentru A = <2 2>, obtinem A* = (O O>'

b) A" — I, = A" — " = (A= L,)(A" 1 + A" 2 ...+ A+1I,). Dar A" =0, deci
(I, — A)((A" L + An=2 4 ... + A+ 1,) = I,,; prin urmare I,, — A este inversabila si
(I, —A)L=Ar"1 4 An=2 4 ... L A+ T,

IV. a) Fie A matricea lui f in bazd canonicd. Fie A valoare proprie a lui f, iar
X £ 0 un vector propriu asociat. Atunci

AX =X X =2 A2X =X =2 AX =) X = A- )X =0= A=)\ = )c{0,1}.

Daca v este un vector propriu corespunzator lui A = 0, atunci
Av=0<% f(v) =0< v € Ker f,
deci subspatiul propriu corespunzator lui A = 0 este Ker f. Daca v este un vector

propriu corespunzator lui A = 1, atunci Av = v < f(v) = v < v € Im f. Reciproc,
fie v € Im f deci existd u € R" astfel incat v = f(u). Folosind f = f2, rezulta
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f(u) = f2(u), deci v = f(v) & f(v) = 1-v si deci v este vector propriu corespunzator
lui A = 1. Din dubla incluziune demonstrata mai sus rezulta ca subspatiul vectorilor
proprii corespunzator A = 1 este Im f.

Flv) = v < v =0, deci Ker fN Imjf = {0},

incluziunea inversa fiind banald. Are loc evident incluziunea Ker f 4+ Im f C R™.
Demonstram incluziunea inversa: fie v € R™, atunci

flw—=f)=fv) = o) =(f - [)(v) =0
gi deci v — f(v) € Ker f. Am obtinut astfel
v=(v— J(©)+ f(®) € Ker f+ Tm

sideci R® C Ker f+ Im f. Deoarece radacinile complexe ale polinomului caracteristic

b) Fie v € Kerf+1mf:>{f(v)=0

asociat lui f sunt toate reale, rezultd cd f este jordanizabila. Daca
A 170 .0

Jo = (0 AL 0) este o celuld Jordan dintr-o matrice Jordan J asociata lui
000 .. A

f iar C este matricea de trecere de la baza initiala la bazd jordanizatoare, din
J? = (CAC~H)(CAC™Y) = CA2C~! = CAC™! = J, rezulta J2 = J. Pe de alta
parte, in caz ci ordinul celulei J, este > 2, observam ci J2 # J,, deoarece

A1 0 ..0 A1 0..0 2

9 AZ2A 1 .. 0

Il = <° ALl 0) (0 R 0) = ( D) #E
00 0 ... A 0 0 0 ... A 00 0 ..2AX

Deci toate celulele Jordan sunt de ordinul 1; prin urmare f este diagonalizabila.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2002-2003

I. a) Se observa ca deoarece o > 0, folosind regula 1'Hospital si substitutia ¢t = w—lz,
avem:
) e—l/x2 ) ta/Q
lim
z—=0 T t—oo el

b) Folosind punctul a) pentru ae = 1, obtinem:

of e~1/e* of e~V
af oy _ .
Ox (0,0) +50 x oy y—=0 Y

1 _
¢) Fie a(z,y) = Len=f000-0=00=0 _ ¢ 2"  Notam /22 + 42 = t s

Va2+y? 22ty
e~ 1/t
obtinem, folosind punctul a) pentru a = 1, lin%) a(z,y) = }irr(l) = 0. Rezulta ca
z— —
y—0 t>0

f este diferentiabild Fréchet in (0, 0).

d) Avem dezvoltarea in serie

o] 1\7 0o
fla,0)=e /" =3 (=32)" _ 1

n=0 n=0
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deci

100 100 0 1 x ()" oo
= —1 [ —— = _— —an =
/1 f(x,0)dx /1 7;:0( ) R dx g o /1 7 "dx

n=0

_ i (_l)n x—2n+1
N o n! —2n+1

Limitand eroarea (restul), obtinem

100 oo (—1)

_ . —2n+1 _
o= nz:% =) (100 1).

-n" 1
(=1) = <107* = n!(2n — 1) > 1000,
n! (1 — 2n) n!(2n — 1)
5 n
deci nuyin = 5. Rezulta - f(,0)d~ )" '(—71) (10072 —1).
1 — n! (1-2n)
I1. a) Pentru a,, = (711):_1, obtinem p = lim Int1] _ Jim Z 1= 1, deci raza
n—oo | a, n—oo N

de convergenta este p = 1. Pe frontiera multimii (—1, 1), avem cazurile:

o0

1
i) Pentru x = —1, seria devine Z —— divergenta.
n
n=1
= 1
ii) Pentru « = 1, seria devine z:(—l)”_1 - — convergenta (crit. Leibniz).
n
n=1

In concluzie, multimea de convergentd este (—1, 1]. Studiem convergenta uniforma
seriei cu criteriul lui Cauchy. Avem

Fbr@) + oo+ Frp@] = [P cay e 2
n+1 n+p = notl o ntp =
it 1z z2 _ _yp-1 P
= =l n+1 n—|—2+n+3 ot (=) n+p|~
1 T 22 p—1 ¥
= n+1_n+2+n+3_”'+(_) n—|—p"
Daca p = 2k + 1, atunci
1 T x? xP
- — i (=1)P ! =
n+1 n+2+n+3 (=D n+p‘
1 r 22h—1 22k 22k
:(n+1_n+2)+‘“+<n+2k1_n+2k)+n+2k+1:
1 x 22 2k a2kl 1
= — — — .. — — < .
n+1 (n—|—2 n+3> <n+2k n+2k+1> n+1

Analog se trateaza cazul p = 2k. In concluzie, seria este uniform convergenta pe [0, 1].
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> n
b) S(z) =S (=)t —1,1]. Pent ~1,1
) S(x) nzl( ) n,xe( ,1]. Pentru z € (—1,1) avem
o0 o0 oo 1
- S =3 e =S e -
n= n=1 n=0 1+
1
deci S(z) = / 1+wdm =In(l142)+ C. Dar S(0) =0 = C = 0, si prin urmare
S n 1
S(z) =In(l+4z),Vx € (—1,1). Pentrux =1, th :Z =In2.
n=1
¢) Descompunem 1n fractii simple termenul general al seriei:
A+B=0 A=1/4
1 A B C
—— == + 5 = 4A+2B+C=0 &< B=-1/4
n(n+2° n n+2 (n+2) 4A=1 C=-1/2,
deci seria se rescrie
o0 (_1)n—1 B 1 e (_1)71—1 1 o0 (_l)n—l 1 o0 (_1)n—1
D T e B I
n 1n(n+2) n=1 n n=1 n+ n=1 (n+2)
Dar S(1) = Z(—l)”_lf =In2, iar
n=1
> (_1)71—1 e (_1)n—1 1 1
= —14+=-=In2-——
; nt 2 nz::l n Ty
0 -1 n—1 > —1)" 1 2 3
P D S S
ot (n+2) = n 12 4
= (=Dt 1 1 72 3 1 7z
d - =-In2—--n24+--—+4+-=-— —.
eCI;H(n+Q)2 R e I VI B A7

d) Calculdm integrala improprie

1
I /hlx ln(1—|—z)dx—hm/ Inz-In(l+2x)de=
0

e>0

_ 1
= hm lnx Z -z"dr = lim Z / Inz-z"dx.
e—0 .

a>0 e>0 n=1 N —
I'n,e

Calculam I, . folosind integrarea prin parti:

1 n+1 ! n+1
x T
I e :/e 1nac-<n+1> dlena:-n+1

1

E'rL+1 xn+1

n+l (n41)>?

=Ine-
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deci
0o
_1 n—1 n+1 1 n+1
I =lim H(lng-s — 5 + < 2):
S " ntl (n+1)° (n+1)

—n(n+1)
serie convergenta conform criteriului Leibniz, deci integrala este convergenta.

Pentru a calcula suma seriei obtinute, descompunem termenul general al acesteia in
fractii simple:

A+B=0 A=1
1 A B C
= + 5= 2A+B+C=0 &( B=-1
n(n+1) n n+l (n+1) A= C—_1
I Gk D" o~ (D" o~ (Y :
si deci — = — — —————. Obtinem
;n(ml)? ; n ;”H z::(nﬂ)
SR Y
Sy 2
n=1 n=1
S AN C Vi
=— -1 In2+1
SEU (s a2+
n=1 n=1
o _1)n e’} 1 n—1 2
> (1) -
n=1 (n + ]') n=1 n 12
deci I=—-2+m2-1+5 —1="2_2
-1 1 1
III.a) A= 1 -1 1 |. Determinam forma diagonala a matricii A. Aflam
1 1 -1
valorile proprii rezolvand ecuatia caracteristica:
e R\ 1 1
det(A—X3)=| 1 —1-X 1L [=2+N%(1-))=0;
1 1 —1-A
obtinem A; = =2, (my, =2); Ao = 1, (my, =1). Vectorii proprii asociati se
determina rezolvand sistemul caracteristic, pentru fiecare valoare proprie in parte.
1 11 a 0
i) Pentru Ay = =2, avem |1 1 1 bl =1(0] & a+b+c = 0; alegem
1 11 c 0
vectorii proprii liniar mdependen‘gl vy = (1,0, —=1)%; vy -1,0
1 a 0 —2a +b+c=0
ii) Pentru Ay = 1, avem 1 bl=1(0 a—2b+c=0 &
c 0 a+b—2c=0
a = b = ¢; alegem un vector propriu vz = (17 1,1)%
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Atunci matricele diagonald gi modald (de schimbare de bazd) sunt, respectiv

-2 0 0 1 1 1
D=0 -2 0] si C=Jv,v,v3)=|0 -1 1],
0 0 1 -1 0 1
Tinand cont de egalititile echivalente D = C~'AC < A = CDC™!, rezulta
11 1\ /(=p"-2n 0 0 % 3 —3
A =cpCct=[0 -1 1 0 (=12 0 3 -2 %
-1 0 1 0 0 1) \3 &+ 3
1 (=n)ntt.on 41 (—1)ntl.2n 41 (—1)nFhlom 4
=3 (-nntl.on 41 (—p)ntl.2n 41 (=)l 2n 4]
(-nntl.on 41 (—p)nHl2n 41 (=)l 2n 4]
11 1 1 00
Metoda 2. Se observaca A=U—2I3,undeU=|1 1 1],I3=|0 1 0],sica
1 1 1 0 0 1

Ul = I3U, deci A" = (U — 2I3)" = ZU"—k (—2I3)" = Z (=2)F U™ *. Se poate
k=0 k=0
verifica usor prin inductie ci avem U* = 3*=1U, Vk > 1. Deci

n—1
A" = Z(_Q)kgn—k—l U + (_2)n . 13
k=0

T

Prin calcul direct, obtinem

k=0

k=0

deci T = 1(3—2)" — G2 jar A7 = =G24 (—2)n1,.

e 2 0 0
byer=C-eP-Cliare? = 0 e 2 0].
0 0 et
¢) valorile proprii au fost calculate la punctul a).
(=)™ .27 0 0
d) Se observd ci C~'A"C = D" = 0 (=1)™-2™ 0], deci
0 0 1

valorile proprii ale matricei A™ sunt {(—1)"-2",1}. Conform criteriului Sylvester, A™
definegte o forma patratica pozitiv definitd daca si numai daca aceste valori proprii
sunt strict pozitive, deci pentru n par.

IV. a) T(A) = A'. Avem
T(aA+ BB) = (A + BB)! = aA' + BBt = a- T(A) + 8- T(B), Yo, B € R,

deci T este aplicatie liniara.
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b) Notam
(10 (01 (0 0 (00
€11 = 0 1 , €12 = 0 0 , €21 = 1 0 , €22 = 0o 1/

T(en1)=e1=1-e114+0-e12+0-e21 +0-e30 = [T(e11)|s = (1,0,0,0)"

T(e12) =e21 =0-€e11+0-e12+1 €2 +0-e22 = [T(e12)]5 = (0,0,1,0)"
T(ez1) =e12=0-e11+1-e12+0-e21+0-e32 = [T(e21)]3 = (0,1,0,0)"
T(ez2) =e2=0-e114+0-e124+0-e9 4+ 1-e2 = [T(e22)]5 = (0,0,0,1)",
1 0 0 0
. 0 0 1 0
deci [T)p = 010 0 = B.
00 0 1
¢) Polinomul caracteristic asociat matricei B este
1-X 0 0 0
0 - 1 0 2,12 3
PO =det(B-AD=| o 0 =000 - = (-1 ),
0 0 0 1-—X
deci valorile proprii sunt Ay = 1 (1 = 3); Ay = —1 (u2 = 1). Determinam vectorii
proprii:
00 00 a 0
i) Pentru A = 1, avem <8 -+ 8> (f) = <8> &Sb=c a,cdeR, deci
00 0 d 0

0
(a,b,c,d) = a(1,0,0,0) + ¢(0,1,1,0) + d(0,0,0,1), a,c,d € R.

Se observa ca
[611] = (170u070)t7 [612 + 621] = (07 17 170)t7 [622] = (070707 1)t7

deci o bazé in subspatiul propriu Sx—; asociat este {e11,e12 + €21, €22}.

ii) Pentru A = —1, avem
2 0 00 a 0
01 10 b 0
01 10 c] o < (a,b,¢,d) = (0,b,—b,0) =b(0,1,-1,0), beR.
0 0 0 2 d 0

Se observa ci [e12 — e21] = (0,1, —1,0)%, deci o bazd in Sy—_; este {ezs}.
d)W={AeV|T(A) = A}. Avem

T(A):A@At:A@@ fz):(i Z)@b:c,

de unde rezults W = {A € V | A = (gg)} O bazs in W este prin urmare
{(88):(98)5(39)}, deci dimp W = 3.
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Metoda 2. Se observa ca W = S)_1, deci o baza in acest subspatiu este

1 0 0 1 0 0
BSA=1:{611:<0 0>7€12+€21=(1 0>,€22=<0 1)}

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2003-2004

a(a—1)...(a—(n—1)) )

I. a) Notam a, = -

Atunci sy(z) = 1+ Z anx” i raza de

n>1
< . . . . In+1 .
convergenta a seriei de puteri este p = lim = lim = 1. Folosind
Nn—00 | Uy 41 n—oo |G — N

relatia din enunt pentru z ~ t, cu |¢| < |z| < p si integrand, obtinem

/ _ So/(t) .« x Sa,(t) _ c 1
(L+8) 5o () = avsalt) & 0 = 7 :‘/0 salt) d’“““/o e

In(sq(z)) =a-In(l +2z) & so(z) = (14 2)°,

deci s, este o functie care se dezvoltd in serie de puteri pe intervalul (—p, p), unde
p=1

b) Pentru a = —3, avem
W (-3)(=3).--(3—n) _(=H"-1-3--- (2n—1) (=" (2n— 1!
" n! 2n . nl 2n . nl
. 1 (=)™ (2n — )N 5 .
Se stie ca =1 -z, pent < 1. Inl d
¢) Se stie ca — + 7;1 T 2™, pentru || nlocuin
R ~1)"- (2n — )

x — x°, obtinem \/117 =1+ ;( )2n( Z' ) - 2?", si apoi, inlocuind

T — asinx, rezulta

1 (=)™ 2n -1
V1t a?sinte =1+ Z .l '
+a®sin”x n>1 :

Atunci integrala din enunt devine

w3

"o (@2n - 1N ~a2"~/ sin®" z dx.
0

2 1 s (—1)
/ 2w 2 dx:§+z om .l
0 V1+a*sin“x n>1 :

Pentru calculul lui I,, facem schimbarea de variabild sin® z = t (deci x = arcsin v/,
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m(2n—1)(2n—-3)...1 (Zn—l)”
N 2n+3 . nl

§<>f<> et

RS
I
N W
~——
N | =
=
VRS
N[ =
——
\

)

3
+
w
3_

Prin urmare,

™ 2n—1N 5 w(2n— 1!
r P T Gl R A

2 dx B
o V1+asinz 2" et 2" n! 2nH3 -l

[(2n— DM,
3+ Z 22n+3 (n!)? e
n>1

I1. a) Studiem extremele functiei fu;(x,y) = ax +by?, a, b € R. Punctele critice
sunt solutiile sistemului

8fab: -0

or T @{a:O
8fab£2by=() b=0sauy=0.
dy

Dacd a =0, b =0, atunci fu;(z,y) = 0 constantd. Dacd a = 0, b € R atunci punctele
critice sunt de forma (z,0). In aceste puncte, hessiana functiei f este Hy,, (z,0) =
(0 2b) deci d? fup(2,0) = 2b - dy?. Daci b > 0, atunci avem o infinitate de puncte de
minim local; daca b < 0, atunci avem o infinitate de puncte de maxim local.

b) Avem fi1(x,y) = z + y?%; tinand cont de restrictia % + y*> — 1 = 0, obtinem
lagrangianul extins L(z,y) = = + y?> — Mz? + y? — 1). Punctele critice satisfac
sistemul

9L _ — 1
9L

6—y:2y—2)\y=0 & y(1-XA) =0
2 +y? =1 I

Dacé)\zl,atuncix:%ﬁi+y2:1:>y2:%:>y=i§. Daca A # 1, atunci

y=0=1’=1l=a==+1= )= :l:%. Distingem deci urmatoarele cazuri:

i) (z,y) € {(%, i@) }, A = 1. Matricea hessiand asociata este

He(1/2:4V3/2) = (75,50 = (76)
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deci d*L <%;:I: @) = —2dz?; prin urmare (%,@) si (%,—?) sunt puncte de
maxim local.

ii) (z,y) = (1,0), A € {£3}. Matricea hessiand asociatd este Hz(1,0) = (' 9),
deci d2£(1,0) = —dx? + dy?, si deci (1,0) nu este punct de extrem local.

iii) (z,y) = (—1,0), A € {£3}. Matricea hessiana este Hz(—1,0) = ({ $); minorii

. Ai1=1>0 . ..
Jacobi sunt { Ay =30 ,deci (—1,0) este punct de minim local.
c) Fie Lap(7,y) = ax + by — A(z? + y? — 1). Punctele critice se obtin din sistemul
a£ab
=a—-22 =0 a
ox “ . T=2x
8§ab:2by—2)\y:() e vb-N=0
4 224+ y?=1.
332 + y2 =1

Dacéyantuncixzil:ﬁziléa:iw\, deci A = £3.
Dacd X = b atunci = = 3% = &, iar 2° + y* = 1 implic % +y? =1, deci

y2:1_f?:>y:mdacal 4b2 > 0.

Matricea hessiand asociatd lagrangianului este Hp , (z,y) = ( §>‘ 2(b— )\)), iar in

punctele critice avem

a? —
He,,(1,0) = ( 0 2b— a) He,,(-1,0) = (0 2b+a) He, (zbvi 1‘@) :< §b8)-
Distingem cazurile:
i) b#0, a # 0, a # £2b; pe langa doua puncte de extrem (2177 +4/1— 4b2> mai
existd un punct de extrem in multimea {(£1,0)}.
ii) b #0, a # 0, a = £2b; exista exact doud puncte de extrem: (£1,0).
iii) b # 0, a = 0; existd 4 puncte de extrem: (£1,0) si (0,+1).
iv) b =0, a = 0; nu existd puncte de extrem.
v) b =0, a # 0; exista exact doud puncte de extrem: (£1,0).

Conditia pentru exact 2 puncte de extrem local este (b =0 si a # 0) sau (b # 0,
a #0siae {£2b}).

IIT1. a) Avem (z,y) = z1y1 + Z2y2 + z3y3. Atunci
:{$€R3|x1+2x2—x3:0, ml—xQ:O}:{x€R3|m1 :xQ,xp,:S:El}
={z1-(1,1,3) | 1 € R} = Span({(1,1,3)}).

Rezultay € Lt < 2191 +21y2+3219y3 = 0, Vo, € R < 21 (y1+y2+3y3) = 0, Vo, € R,
deciy € Lt & y; +y2 + 3y3 = 0.

Demonstram ca LN L+ = {0}. Fie y = (y1,%2,y3) € L N L. Atunci

yeLe (y1,y2.y3) = (y1,91,341)
ye Lt ey +y2+3y; =0.
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Din cele doua conditii rezulta 11y; = 0, deci y; = 0 = y = 0, iar LN L+ = {0}. Fie
2 € R3. Atunci avem descompunerea

x = (a,a,3a) + (r1 — a,z2 — a,x3 — 3a). (13)
Pentru ca (z1 — a, 72 — a,r3 — 3a) € L, este necesar ca

1 —a+xo—a+3(x3s—3a) =0= 1+ x2 + 3z3 = 1la,
deci a = % Prin urmare orice € R3 se scrie unic ca x =y + 2, unde y € L,
z € L. Rezultd R3 ¢ L + L*. Se observa ci incluziunea inversi este banald, deci
L+ L+ = R3, i deoarece L N L+ = {0}, cele doua subspatii sunt suplementare.

b) Cautdm o bazd pentru nucleul aplicatiei T'(z) = 11 (z — prpz). Folosind
descompunerea (13), rezulta

T, + xo + 3x3 1 + T2 + 373 3(1‘1+$2+3$3))

pror = (aaaaga’) = ( 11 ) 11 ) 11

deci

T(l‘) —11 10131 713273503’ 10:172 — X1 731‘3’ 2333731’1 73172
11 11 11

= (101‘1 — T2 — 33;‘3, 101‘2 — 1 — 3373, 2.133 — 3.131 — 3%‘2) .

Aflam Ker T'; impunem T'(z) = 0, ce conduce la sistemul omogen compatibil simplu
nedeterminat (rangul sistemului este 2):

].OfEl — X2 —3%3 =0

ro = I
T(z)=0< 10z — 21 — 323 =0 &

@x:<a),aeR,

r3 =321, 1 €R 3a
21‘3 — 31?1 — 3172 =0
deci Ker T'= L si B={(1,1,3)} este o bazd in Ker T.
¢) T nu este injectiva, deoarece Ker T' # {0}.

d) Matricea formei patratice

g (x1, 19, 23) = 102? — 23129 — 63123 + 1023 — 62023 + 203

10 -1 -3
este A= -1 10 —3]. Aplicim metoda valorilor proprii. Avem
-3 -3 2
10— A —1 -3
det(A— M) =| -1 10—X =3 |=-A(A—11)>=0,
-3 -3 2—A

deci valorile proprii sunt Ay = 11, (my, = 2); Ay = 0, (my, = 1), iar forma canonica
este g(z) = 112’2 + 112'3.
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IV. a) Avem det A = 2 — a, deci det A = 0 < a = 2. In acest caz existd minorul
Elenul 28l==-1#0= rang A =2 = dim Ker T = dimR3 — rang(4) =3 -2 = 1.
In concluzie, dim Ker T =1 << a = 2.

b) Nucleul este caracterizat de sistemul liniar omogen

201 +x9+23=0 T3 = —I1
1+ x3=0 =
T 4+ 29 =0 Ty = —x1, T1 € R.

deci Ker T' = {(z1,—x1,—21) | 1 € R}. O bazd in Ker T este {(1,—1,—1)}, iar o
baza ortonormata in Ker T este {(%, —%, —%)} Fie (y1,¥2,y3) € ImT. Atunci
2rytxata3 =13
T+ T3 = Y2 Sy =ys+y2, Y2,y3 €R
1+ T2 =Y3

Obtinem ImT = {(y1,y2,y3) | v1 = y2 + y3,y2,y3 € R}, deci o bazd in ImT
este {(1,0,1),(1,1,0)}; ortonormam aceasta baza, folosind procedeul Gram-Schmidt;
obtinem:

Ull =1 = (1,0,1)

<'U2,'U1/> 1
Wvl’ = (1,1,0) - 3 (1,0,1) =

=(3,1,-3)-2=(1,2,-1).

/ _ —
V2 = V2 — PTry,;’V2 = V2 —

Normaéand, obtinem
1 , < 1 0 1 ) ” 1 , ( 1 2 1 )
=77 =\ —7=Y,—=1, V2o =772 =\ 7= 7= 7= )
[lvr Il V2 V2 [lv2ll V6 V6 V6

deci o baza ortonormata a subspatiului Im T este By, " = {v1”,v2"}.

"
U1

¢) Polinomul caracteristic al matricii A este

a—X 1 1
PA)=det(A-X)=| 1 X 1[=QA+1)[-N+Xa+1)+2-q].
1 1 =X
Din conditia ca A = 2 si fie valoare proprie, rezultd P (2) =0 < 3a =0 < a = 0.
Prin urmare, matricea A are coeficientii: A = ( ? (1) é) Atunci

011\ /011 211
B=A%= (101) (101) = (121),
110/ \110 112
matrice simetricd (B = B?'), care determind o forma patratica. Minorii Jacobi ai
matricii B sunt

A1 =2>0, Ap=4—-1=3>0, A3=8+1+1-2-2-2=4>0,

deci B = A? determins o form# patratici pozitiv definita.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil electric, 2004-2005

7 2 =2
I. a) Pentru matricea [f1]= | 2 4 —1 |, polinomul caracteristic asociat este
-2 -1 4
T—X 2 -2
Pi\) =det([fi] —A3)=| 2 4—-X —1|=(\-32*1-9),
-2 -1 4-X

deci P;(\) = 0 conduce la valorile proprii Ay =3 (ux, =2), A2 =9 (ux, = 1).

0 2 2
Analog, pentru [fo] = (2 0 —2], avem
2 -2 0
A2 2
Py(\) =det([fa] = M3) =2 -\ —2|=(\=2)>2\+4),
2 -2 -\

Ecuatia caracteristica P2(\) = 0 produce valorile proprii Ay = 2 (uy, = 2), Ao = —4
(M)\z = 1)
b) Avem det[f;] = 81. Fie g operatorul radicina patrata ciutat, care satisface

egalitatea g2 = f;. Se observd ca spectrul lui fi este format din valori pozitive
o([f1]) = {3,3,9}, deci f; admite rddacind patratd. Mai exact, fie B este baza

diagonalizatoare a lui f; de la punctul a), iar [fi]p = D = C71[f1]C = <§ % §) este

matricea lui f; relativ la aceasta baza, unde C' este matricea de schimbare de baza.

: - : . V3 0 0 .
Atunci operatorul g a cirui matrice relativ la B este [g]p = | o v30 | satisface
0 0 3

egalitatea [g]% = [f1]p. Dar ultima egalitate este independenta de baza, deci g* = f.

Pe de altd parte, observim ci det[fz] = —16. Daci ar exista g astfel incat g2 = fo,
atunci am avea —16 = det[f2] = det[g?] = (det[g])? > 0, deci —16 > 0, contradictie.
Rezulta ca f; nu admite radacina patrata.

¢) Cautdm X pentru operatorul fi. Determinidm matricea C' a vectorilor proprii:
Pentru A\; = 3, avem
4 2 =2 a 4a+2b—2c=0

0
2 1 -1 bl=(0]<< 20a4+20—c=0 < c=2a+b, a,beR,
-2 -1 1 c 0 —2a—b+c=0

iar v = (0,1,1)!, vo = (1,0,2)" formeazd o bazi a subpatiului propriu. Analog,
pentru A\; = 9 avem

-2 2 =2 a 0 —a+b—c=0 4= —92
2 -5 -1 bl =10]=<¢ 2a—5b—c=0 :>{ , cER,
-2 -1 -5 0 —2a—b—5c=0 =-¢
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iar v3 = (2,1, —1)* formeazd o bazd a subpatiului propriu. Rezultd matricea di-
01 2 3 00
agonalizatoare C = [ 1 0 1 | si matricea diagonala D = [0 3 0. Atunci
1 2 -1 0 0 9
7, = CDC™, deci
=CDC™ ' =CDC™'CDC™ = (CDC™1)? = X =+(CDC™).
Alegem
01 2 3 00 -2 3 1 1 42 15 -15
X=cpct==-|(10 1 0 3 0 2 -1 1 |= 12 18 -6
1 2 -1 0 0 9 2 1 -1 -12 —6 18
/ |sin{uy)|du |sin(ey)]
II. a) Avem hmf x,y) = hm = lim ——= = 0 = f(0,0),
y—>0 y—>0 ;38
deci f este continua in origine.
b) 2L (0, 0)7hmu70 91 (0, 0)7hmu:0.
z ' 9y y—=0 Yy
f(=,y)—£(0,0) / | sin(uy)|du
T,y 0,0)—0-2—0-y _ Jo .
¢) Fie a(z,y) = o Py Atunci
/ | sin(uy)|du '/ | sin(uy)|du
_ Jo
la(z, y)| = 2l \/22 g2 > e )
sin(uy)|du . .
lim /0 S — fipg S0EOL e [s@)l gy
z—0 x2 z—0 2x z—0 |.’I,‘y| 2 ’
y—0 y—0 y—0
deci lim a(x,y) = 0 gi prin urmare f este diferentiabild Fréchet in (0, 0).
&
e) (z,y) — (00,00), deci exista k € N astfel incat kr < 2y < km + 7; atunci

conform cu d), avem kff% < flx,y) < 212::1, trecand la limita k — oo, rezultd

2 . 2
inegalitatile % < Jim f(z,y) < —. In concluzie, Aim flz,y)=—.

y—00 T

y—00 ™
1 -1 -5 1 1
III. Calculim invariantii A= | -1 1 -3 =16#0sid = ‘ ‘ =0,
-5 -3 25 L

deci conica este nedegenerata, nu are centru si este gen parabolic, prin urmare este
o parabola. Pentru reprezentarea grafica a conicei in sistemul de coordonate xQOvy,
obtinem varful V’(2,1) la intersectia conicei cu axa de simetrie a acesteia:

{g(f&y):O @{(m—y—I—S)Q—lﬁ(Jz—l)
=0

=0 @{ T =2
1.%+(f1)%§ dr—4y—4=0 y=1.
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Translatdnd sistemul de coordonate in O” = V (2Oy — 2”0"y") ecuatia conicei
devine 2”2 — 2z"y" 4+ 4"'? — 82" — 8y" = 0. Facand rotatia de unghi
0 = arctg (—5) = arctg 1 = 7
a noului sistem de coordonate (z”O"y" — 2'O’y’', O’ = O") descrisd de relatiile
(o=
(@ + )V,
ecuatia conicei se rescrie: y'2 = 4v/22’. Deci graficul conicei relativ la sistemul de
coordonate roto-translatat 2’O’y’ se afld in semiplanul 2’ > 0 (vezi desenul).

TXOAY

ny

Figura 1.

IV. a) Fieeg = e 1 ng > n; p=mng! +1 €N, x = 1. Demonstram inegalitatea

5= [ fro (1) + fror1 (1) + o+ froap(1)] > e

Se observa ca

Fno (D) + frgs1 (1) + -+ Frgsp(D)] = 1 (1 P S 1)

no!  (no +1)! (no +p)!
no! +1 1
>e*1-£=efl- 0 = 1_|_7 26’71,
TL()! TL()! TLO
deci suma ¥ nu este uniform convergenta pe [0, +00).
b) Fie p=cos§ -cosg5 -...-cos 57, = € (O,g). Atunci
Iy si x o x x €T . €T _
pbln<27) —COb§'COS?'...'COSF'SIHF—
1 x x x .o 1
—§'COS§'COS?'...'COSP'SIHP—...— 277,71 smo,
z .
. 5 1 sinz
decip = 5~ - ;rllr”” si nl;ngopfnlirr;o81nx snii o=
2’71/
. < . 2
)Fle fn( ) = 21,1 tg 5. Dacax € [0 ”) atunci |f, ()| < QL o | < 7272—/n = SmaTT

Cum Z 521 este convergenta, rezulta Z fn(z) absolut si uniform convergenta pe
n=0
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/2 el
)/W/Gf( dx*hm flz)dz, o <

/6
\q,_/
I

Mk

Pentru I, Z fn este uniform
n>1

a

convergenta pe intervalul [%, a], deci

[ =3 [ =3 [ zndx—z/” ey =
n=0 n=0"7/6 o
oo
Z COS

2
om

—Z—ln cosy) Zln cos—

S1 So
unde
in% 3v3
1= Jim I (con & - cos 575 -“'Cos(s.;Tm):l“(Sl%g):ln(z{)
s . a ) « B sin §
Sg—”11_>n;oln(cosa cos2 cos2n1)—ln( % )
Atunci
3v3 in & 3v3
I = tim o= tim (1 (22 —ln(SH;Q) w28t (Sm ):
a—=g a=3g 2 5 2 z
O¢<%

=1In % —1In \/5/2 =In 3v3 —1In 2—\/5 =In %
N 27 /4 | ™ T | 2v2 ]

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2004-2005

a) Avem f(z,y,2) = 2% +y? + 22 + ax + by + cz + d. Sistemul care are drept

25—0 2r+a=0

solutii punctele critice ale functiei f, este g£ =0 &< 2y+0b6=0
% =0 2z4+c=0.

b) Punctele critice ale functiei sunt solutiile sistemului

of

— =2x+a=0 r=-2-

ox 2 9
d “=
dy 2 — .

522,2—&—0:0 )



176 Rezolvari - anul 1

Avem f(—1,-2,3) =0« 14 +d =0« d = 14. Deoarece Hy = (§ % §), rezulta
d?f(—1,-2,3) = 2(dx? + dy? + dz?) > 0,
deci (—1,—2, 3) este punct de minim al functiei f pentrua = 2,b =4,¢ = —6,d = 14.

c¢) Restrangem patratele in f si obtinem:
f@y,2) =2+ + 22+ 20+ 4y — 62+ 14 = (z + 1)° + (y +2)> + (2 — 3)%.

d) i) Fie g(a,,2) = f(2,9,2) — 1 = (@ + 12 + (y+2) + ( - 3)2 — 1. Verificim
ipotezele teoremei functiilor implicite pentru g(x,y, z) in raport cu z si cu punctul
(—-1,-2,2):

e g(—=1,-2,2)=0+4+0+1—1=0.

e geCL

o 29 =2(:-3)= %9(-1,-2,2) = -2 £0.

Conform teoremei, exista o vecinatate U € 9((—1,—2)), o vecinatate V € 9(2) si o

functie unicd z = z(z,y) asfel incat 2(—1,—-2) = 2, 2(z,y) € V si g(z,y, 2(z,y)) =0,
V(z,y) € U.

i) Avem dz(—1,-2) = 92(—1,-2)dx + %(—17 —2)dy. Derivand relatia
g(z,y,2) =0 a® + 2 + 22 + 20 +4y — 62 +11=0

in raport cu x, rezulta:

0z 0z x+1
2r+1)+20z-3) 2 =0= = = T2
(@+1)+2(z )8:10 Ox z—3’
deci %(—17 —2) = 0. Procedand analog in raport cu y, avem 2(y+2)+2(z—3)% =0,
deci g—; = fi’fg si gfc(fl, —2) = 0. Prin urmare dz(—1, —-2) = 0.

i) x +1+ (2 — 3)% = 0. Derivand aceastd egalitate in raport cu y, rezulta

z , 0z 2z - 9%z 52(-1,-2)82(-1,-2)
g—y~%+(z—3)a‘18y = 0, deci ({)‘18‘7!(71,72):—a _? =0.
II. a) Avem % = —sin(z +y) — 1; g—'; = —sin(z + ).
b) Obtinem
2
/ [(sin(z +y) + 1)* 4 sin?(z + y)]dz =
0
2m 2m 2m
1 —cos(2 2
= / Qdeﬁ-?(— cos(z 4 y)) +z| =
0 2 0 0
2 . 27 2 2T
sin(2 2
=z _ sin@z+2y) —2cos(2mr+y) | +2cosy| +2m=
0 2 0 0 0
. 2m . 2
P sin(4m + 2y) . sin(2y) 9w — dn
2 0 2 0 .
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LT 2 / [T, Ou v
c) E(y) = 3 ; (v (z,y) + v7(z,y))dz. E'(y) = 3 (2’“% + 2”87/)‘1% Dar

0
ou &%f _ 9*f _ dv . Ov _ du EE 5 :
dy — Oxdy ~ Oydx ~ Oz 81 oy — Oz (dln lpOteza)’ deci

™ Qv ou x
E'(y) = / (u% + v%) dr = uv\g =u(2m,y) - v(2m,y) — u(0,y)v(0,y).
0

Folosind u(2m,y) = w(0,y) si v(27,y) = v(0,y), rezulta
FE'yy=0=E(y)=C, CeR.

IIT. a) Fie A = (ZH 212) € Ker T. Atunci T(A) =0 < a11 + age =0, deci
21 @22

KerT = {A: (0011 412 )
a21 —aii

10 01 0 0
oo B)renlo o) e ()
deci dim Ker 7' = 3. Deoarece pentru oricea € Rsi A = (¢ 9) avem T'(A) = a, rezulta

ImT =R. Decidim Im7T = 1, iar dim Ker T+dim Im 7 = dim M3x3(R) < 3+1 =4
(adevarat).

b) Fie B = <Z I;) Be Ker fNImf = f(B) =0 si exista C = <j g) a.
f(C) = B. Dar

aii, a12,021 € R} =

aii, a2, a21 € R} )

a=0
a=20 0 b
f(B)=02&<¢ ¢=0 . :>{C:O @B—(a O)

a+c=
a=a

f(C)=B < Zigig Sb=a+c
B=c

Rezulta @ = b = ¢ = 0, deci B = Os. Incluziunea inversa este imediata: Ker f si
Im f contin Os in calitate de subspatii netriviale ale lui V', deci aceasi calitate o are gi
intersectia lor. Incluziunea Ker f+ Im f C V are loc imediat (suma a doua subspatii

este subspatiu, deci in particular este submultime). Fie A = <Z IC) € V; atunci:

A= (2 8) + (3 (c)> Rezulta V C Ker f+ Im f. In concluzie Ker f+Imf=V.
——

eKer f elm ¢

¢) Pentru B = <z Z), avem

tonm =1uen=1 (gl ") =10, 30 = (.0, 7)) -



178 Rezolvari - anul 1

Prin inductie, se demonstreaza ca f" = f, ¥n € N*. In particular obtinem
g=fofo---of=f. Construim imaginile vectorilor bazei
—_—

R B S I S ()

prin transformarea g:
sy = (1 0) =1 (5 )0 (3 (V4
ot = (1 3) =05 )+ (0 D)+
glms) =(8 8):0(}) 8>+0<8 (1))+0_(2 1

deci matricea lui g relativ la baza E este [g|gp =

2005 ori

= [g(ml)}E = (1,0, 1)t

o

= [g(mQ)]E = (07 1, 1)t

= [g(m?))]E = (O’an)t7

e} (el
N— " — 7

=
= = O
o O O

IV. a) Fie P(z) = ag + a17 + az2? + azz®. Atunci

P(].):O {a0+a1+a2+a3—0 {az_ao
= = =

P(-1)=0

& P(z) = ap(l — 2%) + a1 (x — 23),

Pel, @{

ag—a;+ay—az3 =0 a3 = —aq

Rezultd ci o bazi a subspatiului vectorial L; este B = {1 — 22,2 — 23}.

Deoarece P(2) = P(—2), obtinem analog

P e Ly < ag + 2a1 + 4as 4+ 8asz = ag — 2a1 + 4as — 8az = a1 = —4ags,
deci

P € Ly & P(x) = ap — 4azx + axx® — azx® = ag + axx® + as(x® — 4x),

si deci o bazd a subspatiului vectorial Ly este {1,22 2% — 4x}. Fie P € L1 N Lo.

Atunci ag + a1z — apx® — a1z = ag — dasz + asx? + azx?, deci

(11:—4(13 a1:a3=0
ax =—ag & { 0 — —a & P(z) = ag — apz?® = ap(1 — z?),
a3 = —ag 2 0

si deci 0 bazd in Ly N Ly este {1 — 22} si dim(L; N L) = 1. Fie
PcLi+Ly=L01—-2*x—2%+L(1,2% 2% —42) = L(1 — 2%, 2 — 23,1, 2%, 2% — 4x),
deci

az® 40z’ +cx+d = ap+arz—aor’ —a1z® + oo —dazz+ana’ +aze® € L(1, 2%z, 2°) = Rs[z].
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Rezulta dim Li 4+ Ly = dim P3 = 4. Se observa ca acest rezultat se poate obtine si
aplicand teorema Grassmann:

b) Deoarece Q € Lo < by = —4bs, deci
<R(.Z‘), Q(I» =0 < agby + al(—4b3) + ashs + azbs = 0, Vbg,b1,b3 € R &
< apgbg + bg(ag — 4&1) + agby =0, Vbg, b3, b0 € R &

{aO—O, 02:0

& R(x) = a1z + 4a12® = ay(z + 423), a1 € R.
az = 4a;

Rezultd ci o baza in Ly este {x + 23}, dimLy = 1. Aratdm ci L; + Lo # Ps.
Se observa ca:

Li+Ly =L(1—-z*z—2%)+Lxz+23=L01—-2%z—2%z+23),
deci dim Ly + Ly < 3 < 4 = dim P, si prin urmare L; + Ly # Ps.

¢) Determindm o bazd in Ly’. Avem

P(2) =
P(x) = ap + a1 + as2® + azz® € Ly & { PE_)Q)

I =

a; = 740,3
= =
0 apg = —4(12

P(z) = 4as — 4azz + agz? + azx® = ag(2? — 4) + az(2® — 42), az,a3 € R.
De asemenea, pentru (Lo’)t = {R(z) € Ps | (R(z),Q(z)) = 0,VQ € L'},
R =ap+ a1z + agx® + azz® € (Ly)* = {R € Py | (R(x), Py(x)) = 0, (R(x), P,) = 0}

se rescrie
— dapn =
{ 22 420 = 8 & R(z) = agp + a1z + dapz® + dar12® = ao(1 + 2°) + da1 (z + 2°),
3 — 4a; =

deci o baza in (L)t este {1 + 22, x + 23}. Privitor la suma celor dou# subspatii,

avem
Li+ (LYY =L(1—2%2z—2®)+ L1+ 2%, 0+ 2%) =

L
Ll — 2?21+ 2% 0 —23 2 +2%) = L(1,2,2% 2°) = Ps,

deci Ly + (Lo')* = P3 si dim Ly + (Ly')* = 4.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil electric, 2005-2006

I. a) Observam ca:

(a—e®)(a—e ™) =a’—ae ™ —ae+1 =a*—a(e”+e ) +1 =a®—2acosz+1.
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5 sin x _ 1 1 1 : _ 1 1 :
Rezulta o 2acosatl - 2 (m — a7671w>' Fie g(a) = a—ei®  a_e—im- Atunci
§(0) = emhon 4 oo 51 in gencral

g(n)(o) _ (_1)7'1 -n! (_1)n+_1 -n! _
(a _ ezm)n+1 (Oé _ 6—1m)n+1 a0

1 1
1.l _ _
=(-1)"-n! ((71)714-1 Ceir(n+D) T (C)nt _e—iz(n+l)) =

1 1 ) )
=n (6*iz(n+1) n eiz(n+1)) - n!(elz(n+1) - e*ZI(nle)) =nl-2i sin((n + 1)1)
i = n!-sin(n + 1)z Z
X sinx 72 : 2 n asinz a™
Rezulta m = T'Oﬁ , deCl 2 2acosail 741 SlIl TL+1 .

n=0
b) Notand I = / sin(nt) - sin(kt) dt, avem

—T

~ [® cos(kt —nt) —cos(kt +nt) ,, sint(k—mn) | sint(k+mn) [*
! _/71 2 ST o 20k+m) |,
_ sin(z(k —n)) +sin(z(k —n))  sin(z(k +n)) +sin(xz(k +n)) _
2(k —n) 2(k+n)
_ sin(z(k — n)) sin(z(k +n))
k—n k4+n

¢) Obtinem succesiv I, ( / <Z sin((n + 1)x ") -sinnx dx =

—Z / sin((n + 1)x) - smnxdx—z

n=0

sinz sin(z(2n + 1))
1 2n+1 ’

conform punctului b), pentru k =n + 1.

51 ~ 1
II. a) F(a) = / 1n( —l—acosx) . dzx, |a| < 1. Obtinem
0 1—acosxz) cosx

F'(a) :/’; l1—acosz cosz(l—acosz)+ (1+acosz)cosz 1 dr —
0

l+acosz (1 —acosx)? cos T
2 2 5 2. L < 2.4t
=/ 7(1:5:/ 107052dx—11m R —
o 1—a?cos?z 0 —= — a2 e=oo Jo t2+1—a?

cos? x

unde am efectuat substitutia tg z = ¢. Dar |a| < 1= 1—a?® > 0, deci

g

1 t
= li e arctg [ —
e—o0 1—a? & (\/1—a2>

0

2 € 2 ™ T
V1 — a? 551010(arcg (\/1(12)) Vi—a?2 2 /1-a?
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71' m

3 ) = / _— da =

V1 —a? V1—a?

z
marcsina + C. Dar F(O):/ 0dz =0, deci C =0 = F(a) = marcsina.
0

IIT1. a) Fie ag, g, a3, a4€R ald.

b) Conform punctului a), F'(a) = Atunci F(a

alll(u) + OCQZQ(U) + Oéglg(u) + a4l4(u) = 0, Yu € R4 ~
& 4ol (u) + s1aala(u) + saaslz(u) + ssaals(u) = 0, Vu € RY.
Relatiile lui Vieté:

4 4 s1 =4
2551‘24, in'l‘jzﬁ 1 -
i=1 Z%J;é:jl 9 ZS?—szi'ﬁj:16_12:4

4

=

2 mieaya=4 ss =dsp—Gs1+16+8 (L + L+ L+ 1)
i,5,k=
F y
T1ToT3Ts = —8 =32-24+8 = =4,

implicd daiui + dasus + dasus +douus =0, Vu ER* = g = o = a3 = oy = 0,
deci [;(u) sunt liniar independente.

4 4 4 4
b) Din definitie, Q(u) = E si—1urug + E Siuauy + g Sip1u3u; + E S142U4Ug,
_ 1=1 1=1 1=1 1=1
deci
Q(u) = souf + s1uiug + SoUiUz + S3ULU4 + S1U2UL + S1U3 + S3U2U3 + SaUUL+
+Souzuy + Szuzug + 54u§ + S5uU3U4 + S3UqsUT + S4U4LUL + S5U4LUZ + SGUZ =
= sou? + 2s1uiug + s2(u3 + 2ugug) + s3(2uquy + 2ugug)+
+54(2ugug + u3 + u3) + 285u3uy + Seu3.

Pe de alta parte,

4 4 4
2 2 3 \2 2, .22, 42, 6, 2

Zl’ :Z(ul + Tjug + wjug + wius)” = Z(ul + xjuy + xjus + ziug + 2euius+

=1 =1 =1

+2£E?U1’U,3 + 253U uy + 2$?U2U3 + 2x§U2u4 + Qx?U3u4) =

= sou? + s2(u3 + 2uiuz) + 283 (urud + ugus) + 254(u3 + ugug) + 285u3uy + Seu3.

4
Rezultd Q(u) = » 2.
j=1
So S1 S2  S3 S = 4
c) A= S1o%2 85 S inde {0 T 4 . Obtinem
S2 S3 S4 S5 s9 =4
S3 S4 S5 S S3 = 4

Sq4 —4834+650 —451 —32=0=5,=16—24+16+32 =40
S5 — 484 + 653 —4s9 — 851 = 0= 55 =160 — 24+ 16 + 32 = 184
S¢ — 485 + 654 — 4s3 — 8sg =0 = sg = 736 — 240 4+ 16 + 32 = 544,
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1 1 1 1
. 1 1 1 10 . Y
deci A =4 11 10 46 |- Pentru aducerea la forma canonica a formei patratice
1 10 46 136

Qu) = 4(u§ 4 2uq g + 2uqusg + 2uqug + u% + 2uous + 20usuy + 10u§ 4+ 92usuy + 136ui)
folosim metoda Gauss; se obtine:

Q(u)

(u1 + ug + uz + ug)? + 9u3 + 135u3 + 18uzuy + 90uzuy] =

4]
4(u1 + ug + uz + ug)? + 9(ud + 15u3 + 2uguy + 10uzuy)] =
4{(uy + ug + uz +ug)? + 9[(uz + 5uq)? + 2uguy — 10u3]} =

u2
20s)? +10- 3]} =

= 4{(u1 + ug + uz + ug)? + 9(uz + 5uy)? + 9[—-10(

= 4z} 4 923 — 9023 + Jx3, deci signatura este (3,1).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul I, profil mecanic, 2005-2006

ISyS
=L, pentru (z,y) # (0,0 3 3
I. a) Avem f(z,y) = ity (2.9) # (0.0) . Calculam lim fiy
0, pentru (z,y) = (0,0) 30T +y
Dar |22 lim |22| — s L BV
ar | T Y|, jar lim |2] =0, rezutazl_%m 0= £(0,0) si
y—0 y—0
deci f este continud in (0,0).
0-0 0-0
b) 52(0,0) ili% . 0si 5(0,0) ;% ; 0.
: _ f(z,y)—f(0,0) _ $37/3 _ I2y2 . xy .
¢) Fie a(x,y) = ST Gy e g Atunci

1 22%y2 \/2]zy]
la(z,y)| = AT mvly \/Illy

Dar membrul drept tinde spre 0 pentru z — 0,y — 0, deci lir% a(z,y) = 0, deci f
d

y—0
este diferentiabila Fréchet in (O 0).
> 1 = nt
d) Avem 712_:1]0<n’n> 712:1711 g :Zn8+1 Z " si serlaz este

convergenta, deci seria data este convergenta

™

2 ZRFT

II. a) Avem I, = / sin®" 1 (2z) dx = /2 2sin?" !z - cos? ! xdx, deci
0

folosind schimbarea de variabild sinxz = y (care implica cosz =y, dx = dy), obtinem
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1
I, = / 22y 2l (1 — )" dy. Notand y? = 2 (= y = 2'/2,dy = %z_l/zdz)7 rezulta
0

1 1
1
I, :/ 2z”z1/2(1—z)"§z_1/2dz:/ 2"(1—=2z)"dz=B(n—-1,n—1)=

0 0
T(n—1)-T(n— —2)I(n—2)!
_T-D-Th-) -2l
I'(2n — 2) (2n —3)!
2 20)|2 141
PentrunzO:>10:/ sin(2x)da::—cos( z) _ 1t =1
0 2 2

Pentru n = 1, avem

[NE

L = /0 sin®(2z) dz = /0% sin(2z)(1 — cos®(2z) dz =
-,

b
b) I, = / (x —a)"(b—x)"dz. Notdm = = a + (b — a)t € [0, 1] si obtinem

[NE)

sin(2z) dz — /2 cos®(2z)-sin(2z) dz = 1+
0

I, :/0 (b— )™ (b— ) (1 — £)"(b— a) dt —

1
=(b— a)2”+1/ t"(1—t)"dt = (b—a)*"" - B(n—1,n—1) =
0

(n—=2)(n—2)! n> 2

A G T

b
Pentrun:()éfoz/ dz = x|% = b — a. Pentru n = 1, avem

b b
I :/(ac—a)(b—x)ddx:/(xb—x2—ab+am)dx=

30 2 b b 3 3 5 )
_ "~z x (P —a®) (B —a®)(b+a)
= 3 a+ 2 (b+a) . abx . = 3 + 5 ab(b a).
¢) Obtinem
_ q)2nt1 _9\\2
T oo (2n —1)! (b— a2+ (n—2)l(n—2)
=(-a)?- lim (n—1) _ (b—a)Q'

n—oo (2n —2)(2n — 1) 4
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IIT. a)

—_ =
o = O

1
1 ‘ } (1) ‘ =140, deci F bazi a lui R3. Pentru coordonatele
0

lui v, avem v = «(1,1,0) + 8(1,1,1) +~(1,0,0), deci

l=a+8+7y a=-1
{ 2=a+p <:>{ﬁ—3 =v=(-1)-(1,1,0)+3-(1,1,1) + (-1) - (1,0,0),
3=p =

deci [v]p = (—1,3,-1)".

. 0 1 m -1 3—m
b) In baza F, avem T,,,(v) = 1 0 1 3 1= -2
m 1 0 -1 3—m

¢) Ludm m = 0, deci 4g = (g (1) g). Obtinem forma diagonala

A1 =0

21 0 00 0
det(Ag—AI3)=| 1 -2 1 |==-X422=0={ Ny =+2 :>D0:<0\/§ 0 )
0 1 =X A3 = —/2 00 —Vv2
Aflam vectorii proprii ai matricei A:
010\ [a 0 b=0 1
A1 =0 é(101>(b):(0):> a+c=0 ivlz(o)
010/ \c 0 b—0 -1
Vi1 o . o —avV2+b=0
e=v2 = (e ) (8) = (1) =] a-ovEre—o
0 1 -v2 b—ev2=0
= 0T s s =)
b:a\/i 2 — 4 )
Vi1 0 . o aVv2+b=0
A3 = —v/2 é(lﬂl)(ﬁ)—(g)é a+b/2+c=0
0 12 b+cv2=0.
- _ 1
:>{b a\/i :>U2:(—\/§),
a==c 1
1 1 1
deci Cp = [0 V2 —v2|. Avem Ay = CyDCy ' = A = C,D2C;?, de
1 1 1
unde rezulta
% 0 —1% L2 0 -2 0 0 0
ot= |1 oz T =1 1 V2 1 |,Dp200s— (o 21003 0
i 55 1 1 -2 0 0 21008
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si deci
1 1 1 1 0 0 0 0 —2
A(2JOO6 _ E 0 \/§ _\/i 0 91003 0 1 \/i 1
1 1 1 0 0 208/ \1 2 1

IV. a) 1) Verificdm axiomele produsului scalar:

e pozitivitate: g(z,z) = 2 + z120 + 23 + 25 = (27 +2- 21 - B + %g) + % + 22,
deci g(z,z) = (z1 + %)% + 223 + 23 > 0, Vo € R®. De asemenea, obtinem
gz, ) =021 =20 =23=0< 2 =(0,0,0);

o simetrie: g(z,y) = g(y,z) (evident);

e aditivitate in primul argument:

gl@+y,z) = (z1+y1)2 + 2[(@1 + 22)22 + (22 + y2)21] + (22 + y2) 22+
+(x3 +y3)zs = x121 + %(5512‘2 + x221) + T222 + 323 + Y121 + %(y12‘2 + y221)+

+y222 +yszz = g(z, 2) + g(y, 2);

e omogenitate in primul argument:

1
g(Az,y) = Az1yr + §(>\$1y2 + Azayr) + Azay2 + Aw3ys = A - g(z,y).

Deci g(z,y) este produs scalar pe V.
b) Vom utiliza procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt
vi = (1,0,0)

0,1,0),(1,0,0)) 0+3
(1 —(0.1.0) —
17()7 ())7 (17 0’ O)) ( 707 O) (07 70) 1 %

_ _g((
vy =(0,1,0) G

= (01 170) - <%7070) = (_%7 170) ;

((0.0.1). (1,0,0)) (0.0.0.0.1.0) (o o
g((17070)7(17070)) ((0’170)7(07170)) o
)

=(0,0,1) =0-(1,0,0) = 0-(0,1,0) = (0,0,1),

vs = (0,0,1) — ~(1,0,0)—Z

deci E' = {v1,v9,v3} este baza ortogonalizata.

g(ei,e2)

— 3z _1
\/9(61761)-\/51(62,52) V11 2"

c) cosf =

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil cercetare, 2007-2008

II. a) "= Presupunem ca V = Ker f+ Im f. Fiev € Im f = Ju € V astfel
incat f (u) =v. Daru=z+yundexz € Ker fsiye Imf = f(z) =0sly= f(2),
deci

v=fu) = flz+y) = f@)+ fly) =0+ f*(2) = f*(x) = v € Im f?
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Im f? C Imf ), fie

Rezultd Im f C Im f2 (*). Pentru a arita incluziunea inversa (
= v € Imf, si deci

s

v € Imf?2 = Ju € V astfel incat f2(u) = v = v = f(f(u)
Im f2 C Im f (**). Din (*) si (**), rezultd Im f = Im f2.

b) 7=" Presupunem adeviratd egalitatea Ker f N Im f = {0}. Demonstrdm
egalitatea Ker f = Ker f2 prin dubla incluziune. Avem

ve Ker f= f(v) =0= f?(v) =0= v € Ker f2
deci am obtinut Ker f C Ker f2. Reciproc, avem
ve Ker f2= f2(v) =0 = f(f(v)) =0= f(v) € Ker f;
cun nsd f(v) € Im f, rezulta
fw)e Ker fnImf={0}= f(v)=0=v € Ker f;

am obtinut astfel incluziunea Ker f? C Ker f. Concluzionim ci are loc egalitea
dorita, Ker f = Ker f2.

”<" Presupunem Ker f = Ker f2. Fie v € Ker fN Im f = f(v) = 0 si exista
r €V al f(xr)=v. Dar f?(z) = f(v) =0 =12 € Ker f2= Ker f = f(z) =0 =
v =0, deci Ker f N Im f = {0}.

)

y : 3y - ch (a) b-sh(a)
III. Aflam valorile proprii ale matricii A = | ¢ (a) . Avem
I — ch (a)

ch (a) =X b-sh(a)

oh a =0 h (a) — A)* = (sh (a))?,
shia) g () - A < (ch (a) = A)” = (sh (a))

det (A + )\12) =

deci A € {ch (a) & sh (a)}. Determindm cate o baza in subspatiile proprii:
i) pentru A = ch (a) — sh (a), a # 0, avem

(A=AR)v =0 (kﬁlﬁ? bhh(())> () - (0)=

< sh (a) (a1 + bag) =0 < a; = —bag & <Zl) = a9 (_lb) , as € R.
2

ii) pentru A = ch (a) + sh (a), a # 0, avem
—sh ( b-sh (
(A_)\IQ)U:0<:> Sh (a) = <:>

&by =b- bg,szR@( >—b2<> by € R.

T trebuie sa fie matrice cu vectori proprii ai lui A, de exemplu

O (B )

iii) Din ii) rezults A=T-B-T"! = A" =T -B"-T~!. Avem

B_ ch (a) — sh (a) 0 _ ea+;7a - ea_;w o 0 o
0 ch (a) + sh (a) 0 eihe® | efog” f7




Faza nationala profil cercetare 2007-2008 187

deci B = (ega eoa ), iar detT = —2b#0si T~ ! = % (]%b 1) Obtinem succesiv

an — <—b b> <e”“ 0 ) <_2lb %) - < ch (na) bsh (na))
- na =11 .
1 1 0 e L1 g sh (na)  ch (na)
IV. a) Avem u,, = n_lH + %4-2 4+ i; ug = 0. Ardtam ca
2n+1 1 2n 1
/ ;dmﬁun S/ ;dw@ln@n—l—l)—ln(n—l—l) <, <In(2n) —lnn. (14)
n+1 n

Pentru a demonstra inegalitatea (14), vom aplica succesiv teorema lui Lagrange

functiei Inz.

1
pe [n,n+1] =3, €(nyn+1) al. m(n+1)—Inn=—
Cn
1
pe n+1,n+2 =31 €(n+1,n+2) al In(n+2)—In(n+1)=
Cn+41
. 1
pe 2n—1,2n] = 3eop—1 € (2n—1,2n) al In(2n) —In(2n—1) =
Con—1
Sumand, obtinem - + --- + 02’171 =In(2n) —Inn. Dar
1 1 1 1 1
— et > + +ot
Cn Con—1 n+1 n+2 2n

deci u,, < In(2n) — Inn. Analog, aplicind teorema pe intervalele [n + 1,n + 2],

...4[2n,2n + 1] se obtine si cealalta inegalitate. Rezulta In (%:fll < u, <In (%),

deci conform criteriului clegtelui, obtinem lim w,, = In 2, deci sirul u,, este convergent.
n—oo

b) Folosind rezultatul de la punctul a), avem

oo n
E (Upt1 — up) = lim E (ugt1 —ug) = lim up41 —up = lim upyq =In2.
— =

¢) Seria de puteri se rescrie

> n = 1 1 1 N
> (unr —un)w _Z<2n+2+2n+l_n+1>m B

NgE

11 o
n+1 2n+2 -

Il
<}

n=0 n=0 n
=<1 S A | | m le= 1,
’;znﬂ'm _E;n+1'm ’gznﬂ(ﬁ) _En;)nﬂm '
S1 Sa
- 1
Pentru S, notam /z = t. Atunci S; = Z t2". Dar, pentru s satisficand
—= 2n+1
|s|] < |t| < 1, avem
[eS) t o0 t & 2n+1
1 1 t 1 14+t
2n 2n
s = = s"ds = dt < =—In|—o],
Z 1—s2 /OZ /01—52 Z:271—}—1 21—t
n=0 n=0 n=0
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si deci S1 = 5 1In ’1—+€

1 ~
Pentru S, avem Z " = = Inlocuind z cu s, pentru |s| < |z| < 1 avem

n=0

x O T 1 oo xn-&-l
"dr = d =—In|l—z.
/OZS x /0 T S©2n+1 n|l— x|

n=0

S ln 11— 2| = —2g(), deci »_ (unt1 —un) 2" = f(z) + g(x).
n=0
d) Folosond rezultatul de la punctul b), obtinem:

lim (f(z) + g(z)) = im Y (41— tn) 2" = (Unp1 —un) =In2.
=1 o=l n=0 n=0

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2007-2008

I. a) Demonstram ci [z] + [z + 3] = [2z], Vo € R. Distingem cazurile:
i) z € [k, k+ 3] = relatia devine k + k = 2k, (adevirat).

ii) z € [k+ 3,k + 1] = relatia devine k + (k + 1) = 2k + 1 (adevérat).
Rezultd f(z) =0, Vx € R, deci f € C*(R).

b) Fie

R e

;i;@-%mm ()LD

. o [z _ [z], x>0
Jim s = i (1= [5]) = { B, 120
Cum f nu este functie continud, seria S, (x) nu este uniform convergenta.

L 9(x), z#0 Lo
¢) Functiile discontinue g,(x) = aproximeaza oricat de
9(0) + 5, ==0
bine functia diferentiabild arbitrara g(x) = 0, Vz € R.

II. Avem

V = {M € M,(C) | 3A, € M,(C),M = AB — BA} = {[A, B] | A, B € M,(C)}.
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Dar Tr(AB) = Tr(BA), deci pentru orice matrice M de forma M = AB—-BA €V,
avem Tr(M) = Tr(AB — BA) = 0. Rezultd V C W, unde

W ={A[Tr(A) =0} ={A = (aij); j_17 | ann = —(a11+ -+ an—1,n-1)}

Fiind descrisd de o ecuatie omogend, submultimea W C M, (C) este subspatiu
vectorial, iar o baza a lui W este

B={Ey|i#jiijel,n}U{F|i=T,n—1},
unde 4
Eij = {(mm)lma = 681}, Fi = {(my)lma = 6767 — 6,8, }
. . o . N R =
si unde s-a folosit notatia (simbolul lui Kronecker) 0% = { 0, i

Prin calcul direct se verifica egalitatile

y . Eil7 j;ék
[Eij, Eu] —{ Fj, j=ki=1l=n,

deci BCV =W CV. Rezulta V.= W, si deci
dimV =dimW = card B= (n? —n) +n—1=n? — 1.

IIT1. a) Forma polara A asociata lui ¢ se obtine prin dedublare:

1 1 1
Az, y) = 131 + 222y2 + 3x3y3 + §($1y2 +yix2) + §($1y3 +x3y1) + 5(3323/3 + z3y2),

pentru orice x = (w1, 22,23), ¥ = (Y1, ¥2,y3) € R3. Verificim pentru A proprietatiile
produsului scalar:

i) Pozitivitate:
A(z,z) =23 + 23+ 22 + 2120 + 2129 + Tow3 + 23 + 223 =
= 1((z1 4+ 22)% + (21 + 23)% + (22 + 23)?) + 23 + 223 > 0;
Alz,2) =0=z1=22=23=0=2=0.
ii) Simetrie: A(z,y) = A(y, ), Yo,y € R® (evident);
iii) Omogenitate in primul argument: A(\z,y) = AA(x,y), Vz,y € R3, VA € R
(evident);
iv) Aditivitate in primul argument:
Alz +Z,y) = (1 +Z1)y1 +2(x2 + T2)§2 + 3(x3 + T3) Pz + %[(-Tl + Z1)ys + (z3 + T3)y1]
+3[(z1 + 21)y2 + (z2 + T2)yn] = Az, y) + A(Z, y), Vo, Z,y € R®.

Deci A este un produs scalar si avem ||z|| = \/A(z,x), Vo € R3. Prin urmare,

llex|] = VA(er,e1) =1, [lea|l = V/A(ea, e2) = V2, |es|| = /Aes, e3) = V3,

. ——\ _ Alei,e2) _ 1 _ 2
far cos(€1, €2) = [ leall = T3 = 2 -
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”

Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2007-2008

I. a) Sfera are centrul O(0,0,0). Dreapta (D) care trece prin O si este perpendic-
ulard pe (H) taie planul in centrul P al cercului. Atunci

T _y_z
(Pr=m@)nH): ¢+ 1 o P=(11,1)
r+y+2—3=0
Raza sferei este R = /9 = 3, iar distanta de la 0 la (H) este d = 10+0+0-3]

Vi = V3,
deci aplicand teorema lui Pitagora, raza cercului de sectiune (C) este
r=vR:2—d?=9-3=16.

b) O asemenea sferd are centrul pe drepta (D), deci centrul acesteia este un punct
M(t,t,t) € (D). Conditia d(M, (H))? +r? = R? se rescrie

<ﬁ+t+t—m

V12+12 412

2
) +6=R*e R=/6+3(—1)2.
Prin urmare, ecuatiile sferelor din enunt sunt:

(@ =1+ (y -

12+ (z—t)*=3(t—1)*+6, t e R.
¢) Conditia R = 6 se rescrie:

6 =

6+3t—1210=(t—-1)*etec{tin=1+V10}.
Exista doua solutii:

(x—tk)2+(y—tk)2 + (Z—tk)2 =6, k

=1,2.
a 0 ﬁ a? 0 aBf+pBy
II. Alegem X = [0 « 0 |; prin calcul direct, obtinem X2 = < 0a2 0 )
00 v 00
Relatia din enunt conduce la sistemul

a?+aa+b=0 o € {Zafvai-db V2a2_4b}
af+By+af=0 & ye (mat/a=dby
Y +ay+b=0 Bla+~v+a)=0.

Alegem o = qg = —atvae—db V;L‘”’;fy:*yo: ==V = V2‘12_4b si obtinem a+~vy+a =0, 8 € R,

deci rezulta familia infinitda de solutii ) ’ B e R}.

——
7N
OOOQ
cf o
Fow

ez (x,y) #(0,0) 2
IIT1. a) f(z,y) = vy . Avem lim — Y 5 7# 0, deoarece
0, (z,y) = (0,0) Y
1
alegand x,, = y, = % — 0 pentru n — oo, obtinem le 2%2 =1, deci functia f nu
n o0 F
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este continud in (0,0). Calculam derivatele partiale ale functiei in origine:

01 (0,0) = tim T@O = SO0 _ 0-0
o e0 z =0 T
05 (0.0)  tig OV SO0 0-0
dy y—0 y by

. of _ 20y’ —a%y) Of _ 2(z*—y’x)
Pentru (x7y) # (0,0)7 Ob@lnem % = m, aiy = m
Nefiind continué in origine, rezultd f nu este diferentiabila in origine.

b) Obtinem succesiv

™

fud n ™ 25 t T\ o
In:/2 f sinicosE dt:/2 SSmp o8y dt:/z(sint)"dt.
0 2 2 0 1 0

B Bl
Daca n = 2k 4+ 1, atunci Iogyr = / (sin t)2k+1 dt = / (]_ — cog? t)k sint dt.
0 0
1
Cu schimbarea de variabila cost = y, obtinem Io;41 = / (1— o>k dy.
0

u™zdu), rezultd

N|—=

Cu o noud schimbare de variabild y? = u (deci y = uz sidy =
! 1 . I
Iopy1 = / (1—w)=u"2du= f/ u 2(l—u)du=
0 2 2 Jo

lB<1k+1)1W

27\ 2’ 2 T(k+3)

L yER 1 JrR

CAT(k+3) 4(k+HT(R+3)

_1 VT k! _ _1 k! _
A+ k= Pre—3) Lkt k=) 37
1 k! 1 klokt1 k12k
22412601 L2 (2k+ 1) 26+ 1)

™

B
Daca n = 2k, atunci Iy, = / (sint)?* dt. Cu schimbarea de variabild sint = y (deci
0

1
t = arcsiny si dt = \/;?dy), obtinem Iop = /0 vk — yQ)*% dy, iar cu schimbarea
de variabild y? = u (deci y = J/u si dy = 2‘17“1), rezulta
! 11 e
Ly, = / uk(l —u) 2-u 2du= 7/ uk_f(l —u) 2du=
0 2 2 Jo
g (pa L L) TG HIG)  1FT(R+5)
2 2°2) T2 T(k+1) 27 Kl
L _1FG-HF 1 k-
T2 k! 263kl
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k
_ 7(22’31),!, n=2k+1
In concluzie I,, = :
%, n=2k,n > 1.

¢) Obtinem g, (x) = 5, Fts = iz, deci lim g (2) = lim —"—3 =0, de

2n x4+n2 n—soo 14
unde g(z) = 0, Vo € R. Notdm h(z) = Miznz Pentru a determina sup,cp h(z),

calculam h/(z) = % gi avem h'(z) = 0 & a € {0,++/n}. Din tabelul de
variatie al functiei h rezultd: sup,cp h(z) = h(—y/n) = h(y/n) = 5= — 0 pentru
n — 00, deci girul de functii {g,} converge uniform la g.

oo n oo n

.. 07 «
IV. Termenul general al seriei E ——, o, € R este a, = E —_—.
?’Lﬁ S100 R n:@ sin =
n=1 n n=1 n
Aplicand criteriul raportului, obtinem:
CI | -1 .1 1
. An+1 . antt n? si = . n A=l gin e
lim |[——| = lim 3 — = |a| lim : = al.
n—oo | QGn n— 00 (n + 1) sin ? o n—oo \ N 4+ L sin el

Distingem urmatoarele cazuri:
i) Dacé |a] < 1 = serie convergenta (absolut convergenta).
ii) Dacd |a| > 1 = serie divergents.
iii) Daca |a| = 1 = avem subcazurile:
(= 1)”
nf sin 1
(criteriul lui Leibniz); daca § < 0 é serie dlvergenta deoarece nu exista limita

(—1)"

iii.1) Pentru o = —1 seria devine Z . Daca 8 > 0 = serie convergenta

lim I (criteriul de necesitate);
=1
iii.2) Pentru « = 1, seria se rescrie g ﬂi Aplicdm criteriul logaritmic si
n=1 Si
) . In(nsinl) . In(sin %)
obtinem: [ = lim ———* =g+ lim ———2~. Dar
n—00 Inn n—00 Inn
. 1 1, (1
In(sin 1) mreosy(—32) 1
lim —2~ = lim £ T = lim —*5 | —cos— | =—1,
z—oo Inx T—00 - @—0o0 gin — T

deci I = 3 — 1. Daca 8 — 1 > 1 atunci seria este convergenta. Daca § — 1 < 1 atunci
seria este divergenta.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2008-2009

I. a) Fie f(z Zanac x € [0,1). Atunci f'(z Znan , € [0,1).

n>0 n>1
Cum a, > 0, rezultad f'(xz) > 0, Vo € [0,1). Pentru N € N fixat, avem inegalitatile
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N N
Z anz” < f(z) < L,Vx € ]0,1), de unde lim1 Z anz" < L. Rezulta ca sirul sumelor
n=0 S n=0

N
partiale sy (z) = Z a,x" este marginit, seria Z a, este convergenta si
n=0 n>0

i an, < L. (15)
n=0

S — n < . < .
Pe de alta parte, f(z) Z anx” < ZamVx € [0,1), de unde }}/ml flz) < Z ap, si

n>0 n>0 n>0

L<Y an. (16)

n>0
Din (15) si (16), rezulta ca Z a, = L.
n>0
(oo}
b) Exemplu: Z(—l)"z". Avem a, = (—1)" si nl;n;o‘ " ‘ = 1, deci raza de
n=0
convergenta este 1. Se constata ca
o0 o0 o0 1
Lzt = —1)"g" = - = ——, -1,1).
S = 3 = S = e (L)
n=0 n=0 n=0
Deci f(z) i li 1€RD i( n" t ta
eci avem f(x) = i lim == . Dar —1)" nu este convergenta.
1+z  emlts 2 P 8

II. a) Observam ca fi(z) = / fo(t)dt, iar

fo() /:fl(wdt/; (/:fo(y)dy> dt[lxa(xatt) </:fo(y)dy> dt =

——-0 [ pwa| +[ " — ) folt)dt = / “(@ — O fo(t.

t=
t=

a

Se poate demonstra prin inductie ca f,(z) = ﬁ/ (x — )" Lfo(t)dt,n > 1.
Atunci ‘

1

|fn(@)| = m

[t wal < 2 [ - o o

(n—1

Deoarece functia fo(t) este continua pe compactul [a,b], existd M > 0, astfel incat
|fo(t)] < M,Vt € [a,b]. Deci

[fu(2)] < L),/:(x—t)"_ldt: (n]‘—Jl)! <_(x_t)n>

(n—1)! n

=g
|

t=a
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M(b—a)" . - o R o
Cum Z (7') este evident convergenta, din Criteriul lui Weirstrass rezulta ca
= n!
Z fn(x) este absolut si uniform convergenta pe [a, b].

n>1
b) Avem
T (fi(0) + fo(a) + (@) =
:nlggo[ / fo(t)dt—i-/a (m—t)fo(t)dt—i-...—i—ﬁ/a (@ — )" fo(t)dt ] -

b
— lim [ L4 (@ — 1) 4o 00 ]fo(t)dt:

n—oo .,

:/b lim [ 1+ —t) 4.+ (f(jj:;l ]fo(t)dt:/bez‘tfo(t)dt:ez /be_tfo(t)dt.

q Moo a

ITI. Cum P; sunt sunt toate pe aceeasi circumferinta, presupunem ca ele sunt toate
pe un cerc. Atunci PyPoP;P;(i < j) este un patrulater inscriptibil si din teorema
lui Ptolemeu, rezulta ca aisa;; + aija; = aizaz;, ¢ < j. Cum (aij) este matrice
antisimetricd, putem scrie ai2a;; = ag;a1; +a1;a2;,4,j = 1,n. Dacd A; este linia ¢ din
matricea A, avem ca a124; = as; A1 + a1;As, 1 = 1,n, ceea ce conduce la concluzia
rang(A) < 2. Intrucat A nu este matrice identic nuld i este antisimetrica, rezulta
rang (A) > 2, deci rang(4) = 2.

Pentru functia f : R — R”, f(z) = ax, avem Ker f = {z € R" | Az = 0},
dim(Ker f) =n —2,iar Im f = {y € R" | Az =y}, dim(Im f) = 2.

IV. Din ipotezd avem Ax = 0 pentru & # 0; rezultd rang (A) < n. Daca
rang (A) < m — 1 atunci rang (A;) < n — 1, deci det A; = 0 pentru i = 1,n.
Presupunem rang(A) =n — 1. Fard a pierde generalitatea putem presupune ci

n—1
ap = Z o;a;, (17)
i=1
cua; ERgiz=(ag,...,a0_1, 1), de unde
n—1
By =Y aibi—b, = A, (18)
i=1
pentru y € M,, 1(R). Scriind matricele pe coloane, calculdm

n—1
det Al = det (b1|a2...an_1 Z?;ll aiai> = Z Q; (b1|a2...an_1\ai) =
i=1

= aldet (b1|a2...an,1|a1) = det (a1|a2...an,1| — Oélbl) .

Similar pentru i = 2,...,n — 1 rezultd det A; = det [a1]az...an—1| — a;b;]. Deci

n—1 n—1 n n—1
Z det A; = det (alaz...an1| — Z Oélbz> s Zdet A; = det (alaz...anlbn — Z Oézb1> .
i=1 i=1 i=1

i=1
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Conform (18), ultima coloana este —A,, deci conform cu (17) - o combinatie liniara
a coloanelor aq, ..., a,_1, de unde concluzia: Z?:l det A; = 0.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2008-2009

I. a) Avem:
9 - f( x3 - cos % — 0
—f(O,y) — lim M = lim =———"2> " — 1im 22 ~c0s£ =0
ox z—0 T z—0 x z—0 2
finit
0 0 h) — f(0 0—-0
9 0.y) = lim fO.y+h) —f0.y) _ —0
dy h—0 h h—0
b) Fie yo € R arbitrar, fixat. Fie
0 0
£@9) = 0.0 = 5L 0,00) -2 = S 0.0 (0= )
alz,y) =
2+ (y — vo)?
x3-cos%707070 .’L’3~COS%
_ T _ x
22+ (y — yo)? z? + (y — vo)?
|23 - ‘ cosﬁ3 23
Se observa ci are loc majorarea |a(r,y)| = ————xnt"" < — = x|/, iar
x? + (y — yo)? ||
lim z|z| = 0, deci lim |a(z,y)] = 0. Prin urmare f este diferentiabild Fréchet in
Yy—Yo Y—yo
punctul (0, yo).
0 0
¢) Avem 370{: = 322 c;sny + 2ysin %,x # 0, deci ili%%i nu existd (sin(oo)
nu existii). In concluzie or nu este continud in (0,y). Dar == = —x sini, deci
ox Ay x2
0 0
lim 2L = lim —zsin % =0 = —f((),y), deci of este functie continud in (0, y).
=0y =0 2 oy oy
———

finit

3. cos 3,7 #0
d) Obtinem succesiv grad g = <3g 99 ag); flr,1) = { "

dx’ dy’ 9z 0,7 =0.

Prin calcul direct, rezulta

% :g—{%: |:37’Qcosri2—sinri2(—2):| Q\/ﬁ%ﬁ:

- {3<x2+y2+22>C°Sm”smxz+;2+z2} w#
%Z :%{%:[3(m2+y2+zz)cosm+2Sinx2+yl?+22} \/waLyz;ﬁ
% :%%:{3(x2—|—y2+z2)cosm+23inw2+y12_’_22} Jﬁﬁyﬁ7
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in punctul (z,y,z) # (0,0,0). Se observa ugor ca grad g(0,0,0) = (0,0,0).
II. a) Efectudm schimbarea de variabild ¢ = z + s. Atunci

2 [T in? 2 [T 2 a2 o2
flz)=e2 e 2 ds=ez e 2T T ds = e 2 "ds.
0 0 0

Rezulta

0+1
Inegalitatea 0 < zf(x) este evidenta.
502 i t2 ;1:2 z i t2
b) f'(z) = ze'T / e zdt+er(—e2 )=ze? / ez dt—1=uzf(x) -1

c¢) Evident, din a) si b).
d) Prin calcul direct, obtinem

¢S] 2 oo 2 t—y o] -~
f(O):/ e dt:/ e_(%) dt V= \/5/ efyzdnyEZ\/i-%-F(%) =,/Z
0 0 0

IIT1. a) Evident f(z,y,2) = (4o + 6y, 3z — 5y, 3z — 6y + 2).
t

4 3 3
b) Cum f(z) = Az, A = 6 —5 —6 |, rezulta f"(x) = A" -z, ceea
0 0 1
ce conduce la determinarea numarului natural n si a numerelor reale ay,...,a, cu

proprietatea
an-A"—i—an,l~A”_1—|—...+a1~A+a0-Ig :0

Polinomul caracteristic al matricei A fiind P4 (z) = —\3+39-A—38, aplicand teorema
Cayley-Hamilton se obtine egalitatea matricealda —A3 +39- A — 38 I3 = 03. Deci
n=3siaz=—1,a3 =0,a; =39 si ap = —38.

3z 46y =0
¢) Din f(u) = u, dacd u = (z,y, 2), rezultd ¢ 3z —6y =0 , de unde z =y = 0.
3r—6y =0

Atunci U = {(0,0, 2)|z € R}.

IV. Sy:a? + 2+ 22 =4\ + 1)z — 2(3X — 2)y +2(A — 5)z — 14X + 33 = 0.

a) Syt (z—22=2)2+ (y —3A+2)2 4+ (2 — A+ 5)? — 14\? = 0. Rezulta ca,
pentru A # 0, Sy : (centru (2X\ + 2,3\ — 2, A\ — 5),7aza |A\[v/14). Pentru A = 0, avem
(x —2)2 4+ (y+2)? + (2 — 5)? = 0 = este punctul (2, —2,5).

b) Centrul sferelor este (2A+2, 3A —2, A —5) = (z,y, z), de unde dreapta ceruta
x—Z_y+2_z+5_)\

2 3 1 7
¢) Determindm punctul comun al sferelor Sy:

este:

M4z — 6y +22 — 14) + (2® + y* + 22 — 4z + 4y — 102 + 33) = 0,VA € R.
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. —4x —6y+22—14=0 . .

Obtinem { @224 (Y4224 (z—5)2 =0 deci (2, —2,5) este punctul comun al

sferelor 5. Planul tangent la sferele Sy este 2z + 3y — 2+ 7= 0.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2009-2010

I. Daca f este si derivabila, atunci

!
fllz)=2 f(a:):>2f(j;i)=1:>\/f(x)=x+c:>f(x):(x+c)2.
x
Dar f(0) =0 = f(z) = 22, deci toate solutiile problemei sunt
0, z€(—00,0] o
no={ % e A=
[ 22, x € (—00,0] _
rw={ o el n -0
> #(n)
II. Are loc dezvoltarea in serie Taylor f(x) = Z 1(0) -~z
= n!
a) Avem
- "y M)
e THf()dt = / et ! t"dt =
> #(n) z
— Z f '(O) . e* / e—ttndt
— ! 0
Notam I, = / e 't"dt. Integram prin parti si obtinem relatia de recurent
0

— N

I, =—e 2" +nl, 1,deunde I, = —e~%(2™ + na" ! + ... + n!) +n! Atunci

© > f(n)
/ ewitf(t)dt _ Z w . [(_x" —na - - nl) + n!eI] =

0 n=0 n!
N ) z_q_ % _
=> f (0)<e T m).
n=0

b) Se alege f(x) = e™* gi inlocuind in relatia de la punctul a) se obtine imediat
relatia ceruta.

III. a) Folosind proprietatile produsului vectorial, avem

T(ﬁl —|—172) =qax (171 —‘y—’l?g) =qad XU, +adx vy :T(171) +T(172),

T(k%) = @ x (k¥) = k(@ x ) = kT(7), Vk € R,
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de unde T este aplicatie liniard. Ecuatia @ x 7 = 0 admite solutiile 7 = \@, A € R,
deci Ker T = {\d | A € R} (multimea vectorilor colieari cu @). Fie § = T'(¢). Atunci
g=daxv,deci ImT ={y|yLa}.

b) Fie 0, = (T, 0), 02 = (T%,, T02), unde ¥ = Ty, = @x @y, k € {1,2}. Folosind
faptul ca unghiul format de doi vectori nu depinde de lungimile vectorilor, ca T este
aplictie liniara si ca produsul vectorial este biliniar, putem presupune ca vectorii w1, Us

sunt versori. In plus, deoarece avem T = ||| { 137 X u‘)’) si transformarea liniara
de scalare omogend de factor ||@|| conserva unghiurile, putem presupune ci @ este
—_—

versor. In aceste conditii, notand ¢, = cos(ug,a), k € {1,2}, folosind bilinearitatea
produsului scalar gi egalitatea @ x (@ x W) = (@, W)d — (a@, @)w, avem

Analog, folosind proprietatea de rulare a produsului mixt gi antisimetria produsului
vectorial, avem

si deci (0,02) = (T01,T02). Din relatia (a,Tw) = (@,d x W) = 0 rezultd unghiul

g - . - - _, - - -
a,Tw = 5,V € Vs; obtinem ||T0y|| = ||@ x vx|| = ||d@|| - [|0k|] - sin(@, T'ix) = ||vk]].
Prin urmare (T, T) (1.5
U1, 1 Ug V1, U2
cos by = —— = —— = cost)
Ta - [T [|7u]] - [|7]] ’

deci transformarea T conserva unghiurile (este conforma).

¢) Fie S(?) liniari cu proprietatea S(7) L @, deci S(7) x @ = 0, V& € Vs. Fie
A matricea unica, A € M3(R) cu proprietatea S(v) = Ad. Notam A = (ai;); ;_13-
Impunand conditia de ortogonalitate, obtinem

2 2 _

a21V1V3 + A200V2V3 + A23V5 — A31V1V2 — 3205 — A33V2v3 = 0,
2 2 _

a11v1U3 + A120203 + a13V35 — a31V7 — a3av1v2 — azzv1vy = 0,

a11v102 + 1203 4 a130203 — a2103 — a22v1v2 — aszvivy = 0, Yo = (v1, v, v3) € R3.
Alegand ¢ = (1,0,0),7 = (0,0,1),7 = (0, 1,0), obtinem
ag1 =az1 =0, a12 =a32 =0, a13 =a3 =0
gi inlocuind, obtinem a1 = ass = agz = A € R. Deci S(¥) = A0, A € R.

IV. Fie {v1,v2,...,0n41} vectori proprii. Cum oricare n dintre ei sunt liniari
independenti, rezulta ci al (n + 1)-lea vector este liniar dependent de ceilalti n alesi.
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Exista deci aq, ...a, € R, nu toti nuli, a.l. v,41 = v + ... + @, v,. Presupunem ca
ay # 0. Pe de alta parte, T(v1) = Av1, ..., T(Vnt1) = Apt1Unt1, unde Aq, ..., Apga
sunt valori proprii, deci
a1 T(v1) + ... + @ T(vn) = App1(rvr + apvy) &
S a1 Mvr + o AU, = 1 A1 F e F A1 U, &

al()\l — )\n+1) =0

()(2()\2 - A1'7,—{-1) =0

Oln(>\n - >\n+1) =0.

Dar a3 # 0, deci \;y = Ap41. Cum acelagi rationament se poate repeta pe orice
combinatie a celor n + 1 vectori, rezultd A\; = Ao = --- = A\y31 = A. Deci T = A,
unde [ este aplicatia identica.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2009-2010

a) \2lzy] < Va2 +y% = 2Jzy| < 2? + 92 = (lz] — [y)? = 0, V(z,y) # (0,0).
ERTE

1
\/ﬁ—\[

egalitatile limO f(z,y) =0= f(0,0), deci f este continua in origine.
I,y*}

b) Folosind punctul a), obtinem |:1:|a*’ |y|°~ 3 —) 0. Rezulta

¢) Obtinem
oz :c—>0 x
of (0,0) = lim f(0,y) — f(0,0) 0
0 y—0 Y
d) Pentru a = 4 gi b = 1, avem if (1,n> (z+1)" = i _ ;(:E +1)".
n=1 n n=1 ’/l2 n4 +1
1 a
Notim a,, = —————. Sa observim ca lim —— = 1, de unde raza de convergenta
nZynt +1 n—=0 ap41 gent

este 1, deci x +1 € (—1,1),z € (—2,0). Dacd z = —2, avem Z -nH"
/n4

(convergentd cu criteriul Leibniz). Dacd =z = 0, avem Z T < Z 3

o0

convergenta, si din criteriul comparatiei, rezulta g convergenté. In con-

n2 vV n4

cluzie multimea de convergenta este [—2, 0].

I1. Consideram integrala I(0) = / e~ @+ 4z, y > 0.
0
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o0

a) Avem I(y) = / e dy = g (cu functia T'). Se observa ca I(y) < I(0)
0
pentru y > 0. Rezultd ci I(y) este convergentd, pentru orice y € [0, +00).

b) Derivand in raport cu parametrul y, rezulta

I'(y) = /OOO em(@+i)? [—2 (at + %)] : %dw,

de unde

> v 2 > v 4
I'(y)+4Iy) = / e~ @)’ (2 - y) dx = 2/ e~ @t (x + Q) dx =
0 0 T/ x

x2

a y / oo y /
= 2/ e~ (@t (x + Q) dx + 2/ e~ (@t (x + Q) dr =
0 T/ x T/ x

a

—2/ e~ du + 2/ e du = 0,
a+4 a+¥

unde s-a folosit substitutia = + £ = u. Rezulta ca I'(y) = —41(y), Yy > 0.

I'(y) / I'(y) /
c) Deoarece = —4, rezulta dy=—-4 | dy=Inl(y) = -4y +InC,
) () ) Y y () y

o0
deci I(y) = C-e % (V)y > 0. Dar 1(0) = / e = g = C = g, deci
0

III. a) Verificarea c& T este lineara este triviala.
KerT ={ze€R3|T(z)=0}={xcR>| (222 — 23, —271 + 273,71 — 222) = 0} =
={(2a,a,2a) |« € R}
ImT ={yeR®|T(x)=y}={y=(y1.y2.43) € R%| 251 +y2 + 2y5 = O}

b) Proprietatea ceruta reprezinta un caz particular al problemei omologe de la
profilul electric, pentru vectorul a = —2i — j — 2k = (—2,—1,—2). In acest caz,

matricea asociatd lui T : V3 — V3,T(v) = a X v relativ la baza canonica {4, 7, k},
coincide cu cea din enuntul problemei date.

0 2 -1 1 2 -1
c) Avem A = (72 0 2 ) Atunci I3+ A = (—2 12 ),(Ig—i—A)_l:l—l()(igg).
1 -2 0 1 -2 1 345
Rezulta
) 1 (0 0 10)
= — | 8—-6 0 =
10 \6 8 0©

Valorile proprii ale matricii @) sunt solutiile ecuatiei caracteristice

glw s O
|
oo
o

det(Q — M3) =0 < —5X* —3)\2 + 3\ +5 =0,
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deci (1 —=A\)(5A2 +8X+5) = 0= A\ = 1, A2 3 € C. Deci singura valoare proprie reald

este A\=1. Fiev = (g) vector propriu corespunzator valorii proprii A = 1, deci

-1 0 a 0 e 1

% _% 0 b | =10 :>{ . =v=a % , a€C.
. A c 0 =35,a€R 1

3 1

IV.7m:2m+1az+ B —-4m)y +32—2=0.
a) Vectorul normal la plan are componentele n = (2m + 1,3 — 4m, 3). Conditia

ca planul 7 sd contina Oz si sa fie perpendicular pe 7 este echivalenta cu conditiile
0(0,0,0) € 1, m1]|i = (1,0,0), 71||n, deci

z—0 y—0 2z-0
m 1 0 0 =0<3y—2(3—4m) =0.
2m+1 3—4m 3

Analog obtinem 7o : 3z — z(2m + 1) =0, w3 : (3 —4m)x —y(2m + 1) = 0.
b) Se observa ca vectorii ny = (0,3,4m — 3) si n2 = (3,0,—2m — 1) care sunt
normali respectiv la planele m; si 7o, sunt necoliniari, deci planele m; si w2 sunt

concurente dupa o dreapta A. De asemenea, notand cu ey, es, e3 expresiile care anulate
—(2m+1 3—4
( 3 ) +eé2- 3 1

dau respectiv ecuatiile planelor 71, w2, 73, se observa ca e -
deci 73 apartine fasciculului de plane determinat de 7y si 7o, deci contine dreapta A,.
Rezulta ca 7y, w9 si w3 sunt plane concurente dupa dreapta A.

= €3,

¢) Eliminand parametrul m din ecuatiile dreptei A (ecuatiile planelor 71 si 72),
rezulta ecuatia planului in care se afla continuta aceastd dreapta, atunci cand m
variaza:

3y —3 3z —
m = i S Zz>6x—3y—52=0.
—4z 2z

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2010-2011

y
II. Notdm f(y) = / vVat+ (y — y?)%dx. Atunci
0

f(y )1 = 2y)dz + /y* + (y — y°)?

) = [ -
o Va2

:y<(1—y)(1—2y)/0y \/z4+(ly—y2)2dx+\/2y2—2y+1>.

Dacd y < % atunci f'(y) > 0; daca y > %, vom demonstra c& avem tot f/(y) > 0. Cum
1 1
<

Y Yy
1 . 1 1
< 5 rezulta de < de ;
- (y—y2)? Y-y o Vat+ (y —y?)? 0o Y=y 1—y
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deci

—1)?
Fy) 2 1=2y+/2y2 =2y +1 = 1—y+/2y> — 2y + 1—y = 1—y+ b-1) > 0;

y+ /2y —2y+1

prin urmare f'(y) > 0. Rezulta deci f'(y) > 0, Yy € [0,1] si deci f este crescitoare.
1
1
Agadar valoarea maxima a lui f(y) este f(1) = / zde = 3
0
III. Fie A = (? 3) € Msy2(R) matricea transformarii T relativ la baza canonica
a lui R?. Atunci

(T(x,y), (z,y)) =0, ¥(z,y) € R? & ((ax + by, cx + dy), (z,y)) = 0, V(z,y) € R?

a=d=0

b ¢ s A=(5%%),beRr

s ar?+ (b+c)wy +dy?> =0, Y(z,y) € R? & {
Fie B = (%) € Msy»(C) matricea transformérii S relativ la baza canonica a lui C2.
Atunci

(T(x,y), (z,y)) =0, ¥V(x,y) € C*> & {(azx + by, cx + dy), (x,y)) = 0, ¥(z,y) € C?
b=

& alz|? + byZ + cxy + dly|* =0, V(z,y) € C?> & a = c=d=0&A=(89).

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2010-2011

I. a) Matricea endomorfismului 7, : R® — R3 relativ la baza canonica a lui R?

1 0 0

este M, = a 1 0 |, matrice nesingulara, deci T, este transformare bijectiva.
a’/2 a 1

Prin urmare Ker (T},) = {(0,0,0)}, iar Im (7,) = R3.

b) Polinomul caracteristic Py, (\) = det(M, — M3) = —(\ — 1)® are o singura
radacina distincta tripla A = 1 reala, deci o valoare proprie a lui T, cu multiplicitate
algebrica trei. Subspatiul propriu asociat acestei valori proprii este

S)\zl = Ker (Ta — Id) = {(t70,0) ‘t c R}

In particular, daca a = 0, atunci M, = I3 este matrice diagonala, deci o baza
diagonalizatoare este chiar baza canonici {ey, e, e3} a spatiului vectorial R3. Pentru
a # 0, dimensiunea subspatiului propriu S este unu, deci multiplicitatea geometrica
a valorii proprii A = 1 difera de cea algebrica, si deci T, este endomorfism jordanizabil,
insa ne-diagonalizabil.

¢) Prin calcul direct, obtinem M, - My = My, Va,b € R, din care rezulta

1 00
egalititea M = M,,, ¥Yn € Z si in particular M1 = M_, = ( ;72 1 (1)), Va € R.
a —a

d) Daca a = 0, atunci M, = I3 este matrice diagonald, limita girului \S,, exista si
este eMa = ef3 = ¢.13. Dacd a # 0, atunci M, este jordanizabili; notad cu T matricea
jordanizatoare (formaté dintr-un vector propriu si doi vectori principali) gi cu J forma
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canonica Jordan asociatd lui M,, avem J = T~ M,T, care implica eMe = Te/T-1.

II. a) Dreapta admite ecuatiile parametrice (x,y, z) = (t+a, bt—2,3t+a—b), t € R
si este inclusd in planul (P;) daca punctele acesteia satisfac ecuatia planului, deci

(t+a)+(bt—2)+Bt+a—-b)—4=0,VteR

B b+4=0 a
& (b+4)t+(2a-b-6)=0, WER@{ 20 —b—6=0 (:){ b

intersectia acesteia cu planul (P,) este punctul A’(F, -2, 1),
¢) Cele trei plane se intersecteaza in punctele ale ciror coordonate sunt date de
solutia sistemului
r+y+z=4,
T+2y+2z=-1,
r+Ty+7z=—m.

Matricea coeficientilor necunoscutelor are determinantul zero, are rangul 2, iar sis-
temul este compatibil daca determinantul caracteristic al celei de-a treia ecuatii este
nul, deci

Deci pentru m # 26 planele nu au puncte comune (se taie doud cite doua dupa trei
drepte paralele), iar pentru m = 26 sistemul fiind compatibil simplu nedeterminat,
planele se intersecteazd dupd dreapta D = (P;) N (P2), deci fac parte fasciculul de
plane concurente in D.

IIT. a) Obtinem succesiv:
° 2.2 a? 4 y? _ 2,2
x2 4y

2
2 20" — Y
x
Y 22

— 0,

z — 0
y — 0

deci ( %im(O 0 f(z,y) = 0= f(0,0) si deci functia f este continud in origine. Cum
z,y)—(0,

%(07 0)=0si g—l;(o, 0) = 0, rezultd imediat cd f este diferentiabila in origine.
b) Avem

222 23t
ou 0, (x.) = (0,0)
97(0,y) — 2L(0,0
si deci ggy (0,0) = 1}% 0:(04) , 2:(0.0) _ 0. Analog obtinem 8‘12gz (0,0) = 0.
2, 2
Ko, ©#0

c¢) Deoarece f(z) = , obtinem lii% fu(z) = f(z), unde

1, z=0
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; 0 —723?’ x40
fz) = @ o7 . Fie gn(z) = faulz) — f(z) = { ™=F a . Atunci
1, z=0 0, z=0
1
sup |gn ()| < o 0, de unde f,, converge uniform la f.

. . 1 3" -
IV. a) Notand y = z2, seria se rescrie Z(—l)" 1= _y™.  Criteriul raportu-
n
n=1
lui produce R = % pentru seria in y, deci raza de convergentd a seriei date este

r= % iar multimea de convergenta este [ 75 f} (folosind criteriul Leibniz). Fie

oo

n— 3” n .
f@) =2 et e [~ & %] At
f/(x) = Z(_l)"_l .87 .. p2n—1 QZ(_l)n—l .3n 'l‘Qn_l,
n=1 n=1
de unde zf'(x Z - (V3z)?". Cum 5 = Z(—l)”x",Vm e (-1,1),
n=1 n=0
rezulta

- 1 3a?
= 1= :
z:: VB =~ = e

Atunci zf'(z) = 1+3z27 de unde f'(z) = % si f(z) =In(1+32%)+C, C € R. Dar
f(0) =0 (cu definitia) si f(0) = In(1+ 3-02) +C = C, de unde rezultid C = 0. Prin
urmare f(z) = In(1 + 3z2).

T — este convergenta (cu

o0
n n 1
13" .2 3", 1 1
b) Deoarece |(—1)"~13-g2"| < 3= . 4o = si E_ln 3

criteriul raportului), rezultd ci seria este uniform convergenta.

¢) Calculam I folosind integrarea prin parti. Obtinem succesiv:

1/v3 V3 g2
I ::cln(l—i—?)x?)‘o —/0 T
1 1/v3 322
ﬁ 2/0 1322 dz
1 1/V3 1/V3 1 (19)
\/g In2 — 2x’0 + 2/0 de
1 P Vs

=—1In2

2 2
n2— — + — arctg (zv/3) -—+
0 V3 V3

IRV IR R

2
V34
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Pe de alta parte, folosind punctul a), putem calcula

1/v3 1/V/3 3n
/ In(1 4+ 32?)dx = / Z(—l)”_l—x%d:ﬁ
0 0 n

~
Il

n=1
1/V3 (20)

- n—1 1 1
o :nz::l(_l) V3n(@2n+1)

S 3n 2n+1
=3 (g
— n 2n+1

Egaland expresiile obtinute in (19) si (20), obtinem rezultatul cerut.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2011-2012

I. Cum {1,x,2% 2} este baza in spatiul polinoamelor de grad cel mult 3, rezulta
ca trebuie s& impunem conditia de ortogonalitate a lui p(z) cu elementele bazei. Dar
{p(x),z) = 0si (p(z),2%) = 0 datoritd imparititii, deci, impunand (p(x),1) = 0 si

2y _ o _ =3 ; _ 6
(p(x),2%) =0, gasim @ = 3¢ iar b= =.

II. a) Folosind proprietatile de aditivitate si omogenitate ale transpunerii, se obtin

egalitatile
{ To(A+ B) =To(A)+To(B), VA,B € Myya(R)

T (kA) = kT,(A), Vk € R, VA € Myys(R).

b) Componentele imaginilor prin 7, ale matricelor {(39),(84),(98), (39},
~——

mi1 mi2 ma1 ma2

Ta(mn) = (1J6a 8) = (]. + a)m11 = [Ta(mll] = (]. + «, 0,0,0)t
To(miz2) = (28) =miz+amar = [Ta(miz) = (0,1,,0)"
Toa(ma1) = (98) =amiz+ma = [Ta(ma1] = (0,,1,0)"
Ta(mgg) = (8 an) = (1 + a)m22 = [Ta(mgg] = (070, 0,1+ Oz)t
142 00 0
produc coloanele matricei B = [T,] = ( g La 0 > .
0 00 14a

¢) Polinomul caracteristic al matricei B este
Pp(\) =det(B—A4) = ((1+a) =N} ((1-N?=a®) = (A= (1+a)*(A = (1 —a)).

d) Réd&cinile polinomului caracteristic sunt 1+« gi 1 — «. Distingem cazurile: (i)
A =0, caz in care T,, admite valoarea proprie A, = 1 (cu multiplicitatea algebrica 4),
iar B = I (matrice diagonalizanila, aflatd in formé diagonald, iar baza diagonaliza-
toare este, spre exemplu, baza canonici {e;, ez, e3,e4} a spatiului R*). In cazul (ii),
cand « # 0, valorile proprii distincte ale transformarii T, sunt: A\ = 1 4 « (tripla) si

00 00
A2 = 1—a (simpld), iar B—A\1I4 = (8 N 8>, cu rangul 1, deci multiplicitatea geo-
00 00

metricd (dimensiunea subspatiului propriu) este 4—1 = 3, deci egald cu multiplicitatea
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algebrica a valorii proprii. Multiplicitatile concid si pentru valoarea proprie simpla Ag,
deci T, este diagonalizabild i in cazul (ii). Prin urmare, pentru orice valoare o € R,
T, este diagonalizabili. In cazul (i), rezolvand cele doui sisteme caracteristice,
obtinem baze 1n subspatiile proprii: S1t+o = Span(u; = e1,us = eq,us = (0,1,1,0)),
si S1—a = Span(us = (0,1,—1,0)). Deci baza diagonalizatoare este, in cazul (ii),

{Ul, U27u3,u4}-

— 3 . v . . o
IV. a) Cum z, 41 — 2, = ﬁ < 0, girul este descrescator, deci exista | =
_I’IL

lim x,. Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem [ = 0.
n—oo

b) Aplicam criteriul Raabe-Duhamel. Atunci

n 1 1
limn(x —1>:hm n(l—+/1—22) == lim nr? = = lim %,
2 2 n—o0

n— o0 mn+1 n—oo n—oo

si cu criteriul Stolz-Cesaro, limita devine

2,.2
. ToTy g . 1
1 lim fin;:% lim (1-22) == <1,
n—o0 Ty — Xy g n— o0 2

deci seria este divergenta.

¢) Aplicim din nou criteriul Raabe-Duhamel si tinem cont de rezultatele obtinute

la punctele a) si b), anume lim z, = 0si lim na? = 1. Astfel,
n—oo n—oo

3
3 1 1—+/1—22
hmn(ij" 1>limn ———— 1| =limn 7?”
n—oo ajn-&-l n—o00 m n—oo m
1-(1—-22)* 1
= lim p = =) =~ lim n(1 — 14322 — 322 +25)

nooeo 4 /1—.%7%3 2 n—oo

3
— 17 2 2 4y
= §nh_>n;0nxn(3—3xn+xn) =5> 1,

deci seria este convergenta.
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2011-2012

I. a) Conditia de perpendicularitate permite si alegem ca vector normal la plan
vectorul director al dreptei, 7 = (b, ¢, a). Planul contine punctul
Mo(a+c— g,a -5, =5
deci are ecuatia: b(X — (a+c—2))+c(Y —(a—£))+a(Z — (—%) = 0, care se rescrie
1
bX +cY +aZ + i(a2 + 0% + ) — (ab + be + ca) = 0.

b) Se observa c& proiectia N a punctului M pe (7) se afld la intersectia cu (7) a
dreptei (D), care contine punctul M(a,b,c) si are vectorul sau director coliniar cu
vectorul normal 7 = (b, ¢,a) la (7). Deci coordonatele lui N sunt date de sistemul

liniar
X—a _ Y-b __ Z—c
b ¢ T a

bX +cY +aZ + 2(a® + % + %) — (ab + be + ca) = 0.

Solutia sistemului este N(a — g, b— §,c—5). Punctul N injumatateste segmentul
MP, unde P este simetricul punctului M fatd de planul (7), deci coordonatele sale
sunt medii aritmetice ale coordonatelor punctelor M (a, b, ¢) i P; prin urmare avem:

xy = (zpm +2xp)/2 rp=2rN —Tpy =a—>b
yv =(m +tyr)/2 & yp=2yn —yu =b—c
zn = (zm + 2p)/2 zp=2zN — 2y = C — a.

Atunci
Tp a—b 1 -1 0 a
()= (i) = (o s ) ()
zp c—a -1 0 1 c

Simetrizarea fatd de planul () fiind descrisa de matricea din relatie, rezulta liniari-
tatea acestei aplicatii.

¢) Matricea este singulara, de rang 2, deci defectul transformarii f este 3 —2 = 1.

II. a) Matricea asociatd familiei de vectori relativ la baza canonicd este
I+m 2 2

C = [Bn] = ( gm Lym 2 ) are determinantul detC' = (m + 5)(m — 1)?, deci
m

B, este bazd in R? pentru det C' # 0 < m € R\{-5,1}. Coordonatele lui v relativ
la B_; sunt date de [B_1]7![v] = (8%%) (—28) = ( 3 )
220 2 )
b) Pentru orice z = (x1, 72, 23) € R3, forma patraticd Q(x) = ¢(z,x) se rescrie

Tl

1+m 2 2 2 2 2
Q(x) = (m1, T2, T3) ( 2 1+m 2 ) (zz) = (14+m)(z] + 23 + z3) + 4(x122 + T223 + T3T1).

2 2 1+m z3

Pentru m = 1, avem () degeneratd, pozitiv semidefinita cu signatura (+,0,0),
deoarece se poate rescrie

Q(z) = 2(z] + 23 + 23) + 4(z172 + T2w3 + T371) = 2(71 + T2 + 73)%
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¢) Notand U = G i)7 avem M = [By] = (
Vk > 1iar Ul = IsU = U, deci pentru n > 1 put

el
NN
DN =N

%) = 2U — I. Dar UM = 3U*,
m utiliza binomul lui Newton,

@

3

M" = (2U — I3)" Zc,’j 20"k (—13)" Z[ck 20)"F(—13)*) + (—I3)"
k=0

n—1

= Ylek R (- ch N
k=0
Zc 6" (—1)"U + (— 7{[20 6" (=) = Cr (=) YU + (=1)"Is
= {6+ (D" — (~)" YU+ (<) = %[5“ — (1)U + ()"

1 1+a o [eY
Pentru n = 2012, obtinem M?2012 = 5(52012 - HWU+1I3= ( a l+a «a )

« a 14+a
—_———

e}

IIT1. a) Punctele critice se obtin ca solutii ale sistemului

{giZO, {ny(l—i—x):O
==

=0 22(1+3y) = 0.

Se obtin solutiile (0,y), Vy € R si (—1, —%)

Cum d?f(0,y) = 2ye3¥dx?, rezultid ci, dacd y > 0, punctul (0,y) este punct de
minim local al functiei, dacd y < 0, punctul (0,y) este punct de maxim local al
functiei, iar (0,0) nu este punct de extrem.

Pentru (—1,—1), avem d?f(—1,—%) = 2e73da? 4+ 3e3dy? > 0, de unde acesta
este punct de minim local pentru f.

b) Rezulta imediat din faptul ca (—1, f%) este punct de minim local al functiei si
f(=1,-3) = —ge°.

¢) Presupunem ca functia admite un punct de extrem global. Avem astfel 3
posibilitati:

1) Daca acesta ar fi punctul (0,y), y > 0, atunci ar trebui ca f(z,y) > f(0,y) =0,
V(z,y) € R, ceea ce este evident fals, este suficient sa alegem un y negativ.

2) Daci acesta ar fi punctul (0,y), y < 0, atunci ar trebui ca f(z,y) < f(0,y) =0,
Y(z,y) € R, din nou fals.

3) Daca (—1,—1%) ar fi punct de minim global, atunci ar trebui si aiba loc

3
inegalitatea f(z,y) > f(—1,—%) = —ie™3, V(z,y) € R. Pentru a demonstra con-
trariul, alegem r = §, y = —97 a > 0. Avem deci “— < e 3, Va > 0, ceea ce este

evident fals.

IV. a) Folosim inductia matematicd. Avem de demonstrat inegalitatea stricta
Va1 - A2n41 < Va1
)
AV A2n+1 * A2p+2 RV a2n+3
progresie aritmetica de ratie r > 0, relatia este adevarata.
ayp-ag- ... -aanpn—1

b) Notdm u,, = Folosind punctul a) si notand cu r > 0 ratia
ag - A4 * ... A2p

ay . v/ ai
- b
a2n+1 Vai + 2nr

sau, echivalent, ag,41a2n43 < a%n+2. Fiind vorba de o

progresiei, avem 0 < u, < deci folosind criteriul clegtelui,
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rezulta lim u, = 0. Atunci obtinem:

n—oo
oo n
ay-az - ... -an—1 1 . aiy-as-...-a2K—1 1
E - = lim E .
et az - a4 ... Aa2n a2n+-2 n—00 =1 az - a4 ... a2 A2k+2

n
. 1 1 . 1 .
= lim E =(up — upt1) = = lim (u1 — unt1) = — (w1 — lim un41)
n— 00 1 T T n—oo T n— oo
1 1 a1 1
= -Uuy =--— .
T T as as

¢) Folosim criteriul Raabe-Duhamel. Avem
a nr 1
limn( =2 _1)=lim —— == <1,
n—o00 A2n+1 n—oo a1 + 2nr 2
deci seria este divergenta.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2012-2013

I. Av,..., A" v sunt vectori proprii pentru A”. Notand P = [v, Av, ..., A" 1v],
matricea P este inversabila si are loc egalitatea A" P = AP.

II. Oricare ar fi a din R\Q, functia fo(z) = f(a + z) — f(z) este constanta.
Oricare ar fi @ din R\Q sgi oricare ar fi x € R, are loc f(z + o) — f(a) = f(x) — £(0).
Functia z — f(x) — f(0) satisface ecuatia functionald a lui Cauchy, iar f continui
implica f(x) — f(0) = ax, oricare ar fi  din R. Obtinem f(z) =ax+bcua € Q si
beR.

IIT. Notéand cu py polinomul minimal al lui A, avem 4 | 22" + 1. Polinomul

2 2

22" + 1 este ireductibil iar A= " +1. Notand cu P4 polinomul caracteristic al lui
A, avem Py = (22" + 1), iar n = 2Fr > 2F,
2

2,2 _
e [na dx si ¢/ = lim LIH. Cu schimbarea de

1
IV. Notam I,, =
oram /0 1+ 22)(1 + [na]?) oo Inn

n t2 —[¢ 2
variabila nx =t se obtine £ = lim LJn, unde J,, = / i dt.
n—oo Inmn 1 (P +82)(1+ [t?)
n—1 k+1 2 g2 .
Se observa ca J, = ; Ink, unde J,, = /k 2 T (R + 1)dt si
1 k+2 dt
Ik > > _—.
P kD) + (k+1)?%) /k:+1 t(n? + t2)

Au loc relatiile

2

1 1
2 gs — (2t oy t4); (21)
Inn Inn Von2 +2n+1

I 1 N 1 _ /’c dt +/k dt
RSk k2) 322+ k2) S t2+ ) | J_ 32 (2 1 ¢2)
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De asemenea, are loc relatia

2 Invn2 4+1 5 1 1
n—Jn < nvnT + + arctg —. (22)
Inn Inn 2Inn  nlnn n

2
Din (21) si (22) rezultd £ = lim 1”—,]" =1

n—oo NN

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul I, profil electric, 2012-2013

I. La momentul arbitrar ¢,  vectorii de pozitie ai punctelor
M (t) si Ma(t) sunt: 7y, = 7a, + 01, Tar, = T, + tU2. Deci punctele M7 si My au
coordonatele: M (t) = (¢,¢,t), Ma(t) = (1+t,t,—t). Un punct arbitrar de pe dreapta
M; My are vectorul de pozitie de forma 7 = (1 — $)Tar, + ST, s € R. Deci punctele
suprafetei S au coordonatele (z,y, z) date prin relatiile:

=(1-s)t+s(l+1) r=t+s
S =(1—s)t+st S oy=t
=(1—s)t—st z=1t—2st, t,seR.

(ecuatiile parametrice). Din primele doud relatii obtinem ¢t = y gi s = & — y care
introduse in a treia dau ecuatia implicita

S: z=y—2yxr—y) & 2 —-2ay+y—=z=0,

. . . . . . . 0 —10
care este ecuatia unei cuadrice. Matricea formei patratice asociate, A = (—1 20 ),
0 00

are valorile proprii A\ = 1 4+1v/2 >0, Ay = 1 — /2 < 0 si A3 = 0. Matricea extinsa
0 -1 0 0

P _11//22 = 1 # 0, deci fiind nesingulars,

0 1/2-1/2 0

suprafata S este o cuadrica nedegenerata. Rezulta ca S este un paraboloid hiperbolic.

a coeficientilor are determinantul

II. Notam cu n = dimV. Fie B = {ej,ea,...,e,} 0 bazd in V. Fie A matricea
n X n asociata formei biliniare F' in raport cu baza B, cu elementele a;; = F(e;, €;),
i,7 = 1,2,...,n. Fie T4 un operator liniar T4 : F — F, astfel incat in B are

matricea A, deci Tq(z) = A- X, VX = (z1,%2,...,2,)" € R”, unde (21,2, .., %)
n

sunt coeficientii lui x € V relativ la baza B. Avem T4(e;) Z aje; = Z F(e;,e)),

i=1,2,...,n. Atunci T4(z ZF (x,ej)e;, ¢ € V. Prin urmare V; = Ker (T4).

j=1
Analog, Vo = Ker (T4¢), unde A! este transpusa matricii A. Din teorema rangului si
din relatiile dim Im (7’4) = rang (A) si dim Im (T4:) = rang (A?), obtinem

dimV; = dimV — dim Im (T}4), dim V5 = dim V' — dim Im (T4e).
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Cum insd Im (T4) = Im (Tat), rezultd dim V; = dim V5.

IIT. a) Un calcul simplu araté ca

1 1 1 ! Loogn
— — .. = gt g2 e = dz.
n+1 n+2+n+3 /O(ac “ e ydz /0 1+ “

1 1 2o
b) Noténd S = Z(n+1 n+2+n+3—...),ob§mem:

S :i</011a-::xdx)(o 1ty ) // 1+:1c )1+ ) <w0my >dmdy
)

n=

// (ET el :/1ix(/ E=

:/0 1ix <1n2(_11$(i)_x)>dx: <—(1 _2“(”)111%_%) +-In(l+a)— 1+:r)

=In2.

0

IV. Fie a € R\Q fixat. Din conditia data rezulta f(z + ) — f(z) € R\Q,Vz € R.
Deci putem considera functia continua g, : R = R, go(z) = f(x+a)— f(z). Aceasta
ia valori doar in multimea numerelor irationale. Din continuitate rezulta ca aceasta
functie este constantd, deci g, (x) = ¢go(0), Vz € R, ceea ce este echivalent cu relatia

flz+a)— f(z) = f(a) — f(0), Vz € R, Va € R\Q. (23)
Pentru z( fixat gi o variabil in R\Q, rezulta relatia
f(xo+ ) = f(z) = f(zo) — f(0). (24)

Functia hy, : R = R, by, () = f(zo + ) — f(«), este continud pe R si constantd pe
R\Q, deci constantd pe R. Astfel relatia (24) are loc pentru orice o € R deci si (23)
are loc pentru orice x € R i a € R.

Avem de determinat functiile f : R — R, care satisfac relatia

flx+y) = flx) = fly) - f(0), Vz,yeR.

Functia A : R — R, A(z) = f(z) — f(0) verificd ecuatia lui Cauchy
Alx +y) = A(x) + A(y), Yz,y € R in care solutiile continue sunt A(zx) = ax,
x € R. Deci f(x) = ax +b, Vo € R, cu care revenind obtinem a(x — y) € R\Q,
Vo —y € R\Q, care are loc d.n.d. a € Q (deoarece dacd prin absurd a € R\Q, atunci
pentruz —y = L € R\Q, obt;lnem alx—y)=a-+-=13R\Qsideci a(x —y) € R\Q,
ceea ce contrazme ipoteza). In concluzie f(z) =az+b, z € R, a € Q, b e R.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2012-2013

t2n 1
-1’

1+t
. a) Avem — 1n + = Z , [t] < 1, deci multimea de convergenta a seriei
n= 1

este (—1,1).
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b) Obtinem f(z) = Z
k=1
¢) Au loc relatiile

1 1
2k + 1 (2z + 1)2k°

f()<1§: 1 1 1 1 1 1 1(1 1>
X — = — = — — | = ,
3 &= (2z + 1)k 3(2w+1)21—m 3422 +4x  12\z z+1

deci f(z+n) < &5 (ml-n - x+711+1). Prin urmare,

> 1 & 1 1 1 1
Zf(x+n)<12§<m+nx+n+l> 75.;7

1
—, z>0.

si deci Zf(m—i—n) < 9%

n=0

I1. a) Interiorul domeniului este D = {(z,y) | 22 +y* < 1}. Avem un singur punct
critic (0,0), care nu este punct de extrem local. Pentru punctele de extrem local pe
frontiera domeniului (problema de extrem cu legiatura F(z,y) = 22 +y?> — 1 = 0)
consideram lagrangianul

Oz, y,\) =22 +2V3 xy — 9 + 4+ A2? + 42 - 1),

iar anularea componentelor gradientului conduce la sistemul

)
8—52x+2\/§y+2)\x20
Ox

)
6—52\/§x—2y+2/\y:0
dy
0P 9 9
— = -1=
oy = +y 0

cu solutiile A € {£2}. Pentru A = 2, obtinem punctele de minim (3, —@) si
(—%, @), cu valoarea asociata f(:t%, F ‘ég) = 2. Pentru A = —2, obtinem punctele de

maxim (@, 3) s (—?, —3), cu valoarea asociatéﬁf(i@, +4) = 6. Avem deci dubla

inegalitate 2 < f(z,y) < 6, pentru orice (x,y) € D.
Altfel. Pentru x? + y? = 1 ludm = = cost, y = sint, t € [0,27] si considerim
functia g(t) = f(cost,sint) = cos®t + 2v/3sint cost — sin®t + 4, care se poate rescrie

g(t) = cos 2t + v/3sin 2t + 4 = 2 cos <2t+ g) +4€[2,6].

b) Se observa ca multimea cautatd este cea a punctelor pentru care f(z,y) =0 si

of

3 = 0, deci este formata din solutiile sistemului
Y
{ 22+ 23zy — 2 +4=0

y # V3.
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Dar dreapta y = v/3x nu intalneste hiperbola 2 +2v/3zy —y?+4 = 0, si deci multimea
cautati este hiperbola M = {(x,y) | 2 +2v/3zy—y?+4 = 0}. Prin derivare, obtinem
, o z+V3y  z+V3y

T VBa—y y—Bw

. Punctele critice ale functiei implicite verifica sistemul

z+V3y =0
x2—|—2\/§1‘y—y2+4:0.

Obtinem solutiile (—+/3, 1) si (v/3, —1), iar y(—v/3) = 1 si y(v/3)
" (1 + \/gy/)(y - \/gx) - (x + \/gy)(y' - \/g)

rezulta y” = si deci

(y — V3x)?

—1. Derivand v/,

. C14v3-0)(1+3)-0 1
" C14+v3-0)(-1-3)-0 1

de unde (—v/3,1) este punct de minim, iar (v/3, —1) este punct de maxim.

IIT1. a) IdentificAnd coeficientii matriceali ai parametrilor a,b € R din egalitatea
. cosf sin6 —sinb cos 6
M = aA+ bB, obtinem A = (Sing_ww), (

A2 = B2 — I, i AB+ BA = Oy,
b) Prin calcul direct, rezulta M?" = (a? + b*)"I5 si M*" 1 = (a® + b?)" M.

) care satisfac egalitatile
cosf sinf

2n

1
c¢) Notdm a = (a® +b?)" si Ny = z:(—l)k_1 - —M*. Atunci

k=1 k
Ny, = <M+%M3+%M5+...+2n1_1M2"_1)—(%M2+%M4+...+$M2”>
- <a+%3+%5+...+20iill)M—(%2+%4+...+%)12,
deci lim Ny = In %M—ln ﬁ&.

IV. a) Dacd dreapta D are ecuatia vectoriala 7 = 1+ tdi, t € R, unde 7
este vectorul de pozitie al unui punct de pe dreaptd si di este vectorul director
al dreptei D, atunci distanta de punctul M(x,y,z) al carui vector de pozitie este

_ - _ F—71) Xd
Ta = @i+ yj + zk, se poate calcula folosind formula: d(M,D) = W
1
Pentru dreapta D; avem 71 = 0, dy = i+ j + k, iar pentru dreapta Dy, avem 7y = i,
dy =i+j—k. Obtinem |[d;|| = ||dz|| = V3, iar conditia d(M, D1) = d(M, D) devine
[|(F — 71) X di]| = ||(F — 72) x da]|. Vectorii din relatie sunt

=(y—2)i+(z—2)j+ (z—-yk

— N

J
Y
1

—= 8

=(~y—2)i+(z+z—-1j+(z—y— Dk

lNk‘\

[

= s
—
= S
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Din egalarea normelor celor doi vectori rezulta ecuatia carteziana implicita cautata
S: 2yz+2zx—2x+y+1=0.

b) Ecuatia ciutata este X (A+A?)- X —32 = 0. Avem A+ A" = <§ [g) §
cul direct, obtinem ecuatia 4224 8y%+22% —32 = 0, care se rescrie “‘%: + 71—2 + % —-1=0.
Se determina proiectia Cy pe planul orizontal xOy a centrului de simetrie C' al elipsei

2
I" de intersectie dintre elipsoidului obtinut anterior %2 + & % — 1 = 0 si planul
r+y+ z—2=0. Eliminand z din sistemul format, rezulta centrul elipsei suport a
cilindrului eliptic care contine I', C’o(%, %, ). Centrul C satisface ecuatia planului gi
are coordonatele (z,y) identice cu ale proiectiei Cy, de unde rezultd C' (%, %, %)

) . Prin cal-

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil teoretic, 2013-2014

I. Fie multimea Ey = {x € I | f(z) =0, f'(z) # 0}. Functia g este derivabild pe
I\Ey. Construim o familie de multimi (A, ),cx, de intervale deschise cu proprietatile
x € Ay, AzNA, =0, Vo #y. Functia z € Ey — ¢, € Ay N Q este injectiva, deci
multimea Ey este cel mult numaérabila.

II. Descompunand 2014 = 2-19 - 53 si 2, 19, 53 fiind numere prime, rezolvarea
ecuatiei In Zsog14 este echivalenta cu rezolvarea ecuatiei in Zo, Z19, Zs3, deci ecuatia
are 3 solutii.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil electric, 2013-2014

I. Restrictia lui f la R?\{(0,0)} este o functie de clasa C!. Un eventual punct de
extrem este fie punct critic, fie (0,0). Din

of x

—=—"Y4+a——==0
ox /12 +y2
0 .
—f = —e Y 4+ aiy =0,
oy /22 + 42
rezulti, o =y # 0 si e 2% = % . ‘%‘, sideciz =y >0, e 2 = % Apar doua cazuri:

a<+V2sga>vV2.

Cazul I: @ > v/2. Nu avem puncte critice, deci doar (0,0) poate fi punct de extrem
local. Cum f(z,y) = e 7Y +v2/22 + 42 + (a — V/2)\/22 + 42, folosind inegaitatea
din enunt si v/21/22 + y2 > |z+y|, obtinem f(x,y) > 1—z—y+|z+y|+0 > 1 = £(0,0),
deci (0,0) este punct de minim global.

V2

1
Cazul II: a < v/2. Avem un punct critic (¢, c), cu ¢ = 5 In — > 0. Eventuale puncte
a

de extrem nu pot fi decét (¢, ¢) sau (0,0). Cum a = e~2¢y/2, putem scrie
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f(m,y) — e—2¢<62c—x—y + \/5 /22 + y2)
si folosind inegalitatea sugeratd si v/21/22 + y2 > |z + y|, obtinem
F@,5) > e (142 — 2 —y+ |z +yl) > e (1 +2) = f(c,0),
deci (¢, ¢) este punct de minim global.

Pe de altd parte, ardtdm ca (0,0) nu este punct de extrem local. Avem egalitatea
f(z,z) — £(0,0) = e72% 4 a\/2|z| — 1. Dacd x < 0, evident f(x,x) — f(0,0) > 0, deci
(0.0) nu poate fi punct de maxim local. Dacd x > 0, atunci

—2x

fl@,2) = f(0,0)=e 2 +a\2x —1=2x (exl + aﬁ).

72z471
Deoarece lim <6 + a\/§> = —2+aV?2 <0, existid r > 0 cu proprietatea

x—0 x€X
e—2w

T_l +av2 <0, Vze (-rr)\{0},

de unde f(z,z) — f(0,0) <0, Vz € (0,7), deci (0,0) nu poate fi nici punct de minim
local pentru f.

II. i) Calculam integrala folosind integrarea prin parti si obtinem
1 1 1
E[(—l)"(a—!— 2bm) —a] = ot de unde a = -1, b = 7

.. . . a% 2 2 L [T

ii) Folosim formula lui Parseval 3 + E a; +b; = — f*(z)dz, unde ag,an,,

™
n>1 -

b, n € N* sunt coeficientii seriei Fourier trigonometrice ai functiei f : (—m,7) — R.

Dezvoltam 1n serie Fourier trigonometricd functia impara f(z) = x, x € (—m, 7).

. . 2 [T (=1 +t
Obtinem ag =0, a, =0 b, = — zsin(nx)dr = 2——.
T Jo
1 (" 5 2r? <
Cum — fA(x)dx = 3 din formula Parseval rezulta
™ —T

III. Folosim formulele
4sin® x = 3sinz — sin 3z, sin(z + y) = sinz cosy + siny cos x.

Atunci T(f)(z) = L1 (f) sinz + Iz cosz + I3(f) sin 3z + I4(f) cos 3z, unde
2m 27
I = S d I = in d
(D= [ seosufian. B~ [ ssinusds

27 2
Mﬁ:AAﬂMM@@,Mﬂ:A—ﬂMM@@

a) Functiile {sin x, cos x, sin 3z, cos 3z} fiind liniar independente in V, rezulta
f e KerT e L(f)=1(f)=13(f) = L(f) =0.
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Alegem functiile {sinz, cosz,sin 2z, cos 2z, .. .,sin 1007z, cos 10072}, care satisfac cerintele.

b) Orice vector propriu este de forma f(x) = asinz + bcosx + ¢sin 3z + d cos 3x.
Prin calcul direct, obtinem

Li(f) =3rb, ©(f)=3ma, I3(f)=-nd, L(f)=—mc
Din relatia T'(f) = Af, cu A € R* valoare proprie si f vector propriu, obtinem sistemul
Aa =3mb, Ab=3ma, A= —md, Ad= —mc.

Rezultd (A2 — 972)ab = 0 si (A2 — 7%)ed = 0. Daca A ¢ {£m, £37}, rezultd f = 0,
care nu convine. Atunci Ay = w, Ay = —7, A3 = 3w, Ay = —37 cu vectorii proprii
corespunzatori

fi(x) = a(sin3x — cos3z), fa(x) = a(sin3x + cos3x),

fa(x) = a(sinx + cosx), fa(z) = a(sinz — cosz), a€R*.
IV. Vom nota cu diag (a,as,...,a,) matricea diagonald care are coeficientii
ai,as, . ..,a, pe diagonala.
Pentru ¢ minim, ¢ = a4+ b —n, luaim A = diag (1,...,1,0,...,0), cu 1 considerat

de a ori si B = diag (0,...,0,1,...,1), cu 1 considerat de b ori. Atunci, cum
2n —a — b < n, rezultd ca in matricea A- B raman a+b—n de 1 i rang (A- B) = c.

Pentru ¢ = a+b—n+ 1, pastram matricea B, dar ludm A[0,1,...,1,0,...,0], cu
1 repetat de a ori gi rang (A- B) = c.

Continuam la fel pana la ¢ maxim.

Pentru ¢ = a, A = diag (0,...,0,1,...,1), cu 1 repetat de a ori si cum a < b,
rezulta ca gi in acest ultim caz, rang (A- B) = c.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul I, profil mecanic, 2013-2014

I. a) Se pune problema existentei derivatelor partiale de ordin 1 ale lui f in punctul

(0,0). Cum of (0,0) =0 si ﬁ(o, 0) = 0, exista aceste functii.

oz oy
b) Obtinem

=y’ . sin(zy)  ay(a® —y*) T TCatt D)

i . e _ ay(@® —y*)
(2:9)5(0,0) sin(ey) (@2 4 y?)3/2 (@) (00 Ty (2 4+ y2)3/2 " (@)= (0,0) (z2 +y2)3/2

zy(z? —y?) 2yl _ |y

@+ )77 | = Vaz+y? Tyl
e+ y Y

diferentiabild Fréchet in (0,0).

Dar = |z| — 0 cand (z,y) — (0,0), deci f este

¢) Avem
2_ 2 A2
0 Ty + si _ Ay 0.0
Fi _ y cos(zy) PR sin(zy) EESEIER (z,y) # (
0, (z,y) = (0,0
x? —y? . —4xy?
0 _ | oston) i +sinton) e () # 00
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de unde rezulta

0% f
Oxdy

- 2 _
0,0)=tim 4= — 1. 9L (g 0) = fimg 220

= =1.
y—=0 y—0 ’ Oyox a0 —0

1 )n—2(x+26 -1

d) Seria de studiat este Z sin (naJrB BT 1

n>1

Daca o = 3, atunci a,, = 0 iar

Qn
- y y . 1
suma este 0, deci seria este convergenta. Daca a4+ > 1, atunci Z lan| < Z el
n>1 n>1
deci seria este absolut convergenta. Altfel, seria este divergenta.

% 1 H 1 1
II. Avem ['(a) = / ————dz = / dz. Cu schim-
o l+a?cos?x 0 1 2 Cos’ T
cos?
barea de variabild t t, obti /OO LI Prin int
area de variabila tg x = t, obtinem ————dt = ————=. Prin inte-
& o 2+1+a 2 \/TaQ/
/2
grare, rezultd I(a) = gln(a + V14 a?) + C. Din relatiile I(0) = / Odz = 0 si
0

1(0) = gln(l) + C = C, obtinem C = 0. Prin urmare I(a) = gln(a +V1+a?).

II1. a) Determinarea punctelor stationare (critice) ale funtiei f conduce la re-
1+ (z+y)(-22)=0
L+ (2 +y)(=2y) =0
solutiile (2, 2) si (—f — %) iar cind = —y, nu avem solutii ale sistemului. Se obtine
d?f(3,3)(x,y) <0, deci (3, 3) este punct de maxim local, iar d* f(—3, —1)(z,y) > 0,

27
deci % 1) este punct de minim local.
b)

zovarea sistemului { . Obtinem = = +y. Daca x = y, avem

Pu nctele stationare ale functiei f cu legatura 2% +5? = 2 sunt (1,1) si (—1, —1).

fmin f’ iar fmax = %. Pentru determinarea imaginii, trecem in coordonate

polare = pcosf, y = psinf. (z,y) € D duce la § € [0,27], p € [0,/2]. Prin
urmare avem f(z,y) = pe"" (cosf -+ sin 9) Atunci |f(z,y)| < pe=?"|cosf + sinf)|.

Dar |cosf + sinf| < v/2 iar max pe = se atinge pentru p = \}5 si este \%672.

p€(0,v2]
Agadar |f(z,y)| < ﬁ si imaginea cerutd este [——=, ﬁ]
IV. a) Obtinem d(A,7) = § = r1 si d(B,7) = 2 = ry, iar distanta dintre centre

este d(A,B) =v4+36+4= 2\/ > r1 + 72, deci sferele sunt exterioare.

b) Punctul cautat C se afld la intersectia planului 7 cu dreapta AQ, unde @ este
simetricul punctului B fata de planul 7. Avem C'B = C'Q, pentru un punct arbitrar
M € mavem M B = MQ), iar din inegalitatea triunghiului, AQ < AM+M Q. Folosind
aceste relatii, obtinem

AM + MB =AM + MQ < AQ = AC + CQ = AC + OB,

deci C este punctul care minimizeaza suma AM + M B pentru M € 7. Determindm
punctul C. In prealabil aflim proiectia P a lui B pe planul 7, {P} = 7 Nd, unde d
este dreapta ce trece prin B si are directia care este normald la 7, 7 = (2,1, —2), deci
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P este solutia sistemului:
=—-4/9
2w+y—2245=0 v
P {m—()iyyl:z—Q e y=7/9
—2 z =22/9.

2 1

Simetricul @ al lui B fata de m este simetricul lui B fata de punctul P. Se observa ca P
injumatateste segmentul B(@, deci coordonatele lui P sunt semisumele coordonatelor

lui B si Q. Atunci avem
zp=(xp+zg)/2 rg =2x, —xp = —8/9
Q: § U= (yB+yq)/2 Yo =2yp —yp =5/9
Zp:(ZB+ZQ)/2 zQ:22psz:26/9.
Punctul cautat C se afla la intersectia lui 7= cu dreapta AQ, unde A(2,-5,0),
26 50 264(13, —25, —13), deci

=

Q(-5.5. %), AQ=(-%.,9.%
=2/27
20 +y—22+5=0 x
¢ {Hywz_o & y=-35/27
R 2 =52/27,
2 _35 52
270 270 27/°

deci punctul M € 7 in care se atinge minimul distantei AM + M B este C(

3=2

- 7 . 3
5 = 2(d, b x ¢), deci volumul cerut este 3.

V. a) Avem (@, U x @) =
b) Cum @, b, ¢ € V3 sunt trei vectori liberi necoplanari, rezultd ca ei formeaza o

o . A o v 1 . .
baza. Matricea endomorfismului in aceasta baza este (% 01 ). Valorile proprii sunt

{2, -1, -1}, iar vectorii proprii corespunzitori, {(1,1,1),(1,0,—1),(0,1,—1)}. Deci
i+j 4k este vector propriu al endomorfismului gi 7201 (7 +j 4+ k) = 22047+ j + k).
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CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2001-2002

I. a) Avem Im f ot Y(z,y) = e*siny. Cum 2y 4 2

2 o o
a2 0;2/ = 0, rezulta ca Y este
functie armonica.

oY +1 oY e’ cosy+i-e”sin
= 4. = €% si

B o y v,
iar pentru y = 0, f'(z) = e = f(z) = e*+C = f(z) = e*+ C. Din f(0) = 1,
rezultd 1 + C = 1 = C = 0. Functia olomorfd ciutats este f(z) = e*.

b) Re f "2 X (z,y) = p(a® + y2). Notam t(z,y) = 22 + y>. Atunci:

f'()

OX 00X 9t
?X 9*X
Tz =04+ (02 Fa =004+ ()2
de unde AX = 4(22 + y?)¢" (t) + 4¢’(t). Impunem AX = 0 si obtinem

() _ 1
o = "7 " =-lt+C, G1>0,

deci ¢/ (t) = S+ = ¢(t) = C1Int + Co,C5 € R. Daca

te"(t) +¢'(t) = 0 &

X(z,y) = C1In(z® + y*) + C2,C1 > 0,C2 € R,
atunci X este functie armonica. Avem
00X 0X 2z 2y

’ o4 04 o
f(z)_ ax Zay Cll'2+y2 Zc2x2+y27

iar pentru y = 0, rezulta
2
f/((E) = 01; = f(.’E) =2C1Inx+Cs3,C3 e R = f(Z) =2C1Inz+ Cs.

z A B
. sutiam A, B fel inca = = A,BeC
II. a) Cautam A, B € C astfel incat f(z) o zfl+z+1’ ,BeC

Obtinem A = £, B = —3, deci f(z):%( ! )

i) Dacd 0 < |z — 1| < 2, atunci

|z—1]<2
fz) =3 (ﬁ - (z—})+2) =3 (zil - 2(Z*11+1)) -

[ ) - () e 0 () )] =

_ 2 . n
1 % + z2—31 _ (z241) 4 (=)L (‘;ni% + ...

z—1

N

N[
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ii) Daca |z — 1] > 2, atunci
16) =3 (- hm) =3 (- o)
[;1 (1 -2+ (Z31)2 - (%1)3 ot (=17 (Zfl)n + >] =

on—1

_ 1 2 22 ntl
ey Tl po i ol oy S o (-1) o T

NI=

iii) Daca |z| < 1, atunci

6 =1 ()
[(F1—z2-2"— .. —2"—.)—(1-2+22 =2+ .+ (-)"-2"+.)] =

1
2
:%(—2—2,22—2z4—.‘.—222"—.‘.):—1—22—,24—...—22"—.‘..

b) I, = / ﬁdz. Multimea punctelor din planul complex asociate
|z|=R>0 -

relatiei |z| = R, formeaza cercul C((0,0), R). Se disting trei cazuri:
i) R€ (0,1) = I; = 0 (conform teoremei fundamentale Cauchy).

.. . z z (1 1 .
i)R=1=1 =mi [Rez <Z2_1,—1> + Rez <22_1,1>] =mi <2+2> = mi.

i) R>1=1 =2mi {Rez (,22—1’1) + Rez <z2—1’1>} = 2mi.

2m
1 )
Calculam I, = / —— dz. Facem schimbarea de variabila e** = z; rezulta:
o HD+4sinz
1 1 1
IQ:/ 72_—dz:/ ——dz.
=1 5+ 4% iz |2]=1 222 + 5iz — 2
2iz
Notdm g(z) = 5za55=5; punctele singulare ale functiei g sunt z; = 5 si 25 = —2i.

In interiorul cercului |z| = 1 este situat doar z;. Cum acesta este pol de ordinul 1,
din teorema rezidurilor rezulta

1 2
I2 = 27TZR€Z(97211) — 27]'25 — ?ﬂ-

IV. Rezolvam problema Cauchy
" —2y' +y =sin(t) + 4e”" + 2¢',y(0) = 0,'(0) = 2.
Aplicam transformarea Laplace ecuatiei diferentiale. Obtinem
Lly"] = 2Ly + L]y] = E[Sin(t)} + 45[6_’5} + 2L’[et] &
P*Lly] — 2 - 2pLly] + £[y] ottt e
(P =1Ly =2+ Zig + 747 + 221
Chyl= —2 ! + 1 P
(p—-1)?2 (p-1@*+1) (+DHpE-1)> (p-1)°

A(p) B(p) C(p) D(p)
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Observam cd A(p) = L[2te?] si D(p) = L[t%e!]. Avem

1 a b cp+d
B(p) = =
= o) T o—1 T -1 T
de unde ob‘ginema:—%, b:%, c:%, d =0, deci avem
N
B(p)=L 3¢ + 2te + 2cost .
Analog, pentru
4 «
) = — x

GrDG-12 p+l p-11 (12

obtinem a =1, 8= —1, v =2, deci C(p) = L]e™ " — e’ + 2te']. Atunci

1, 1 1
Lly] = L[2te" — iet + gtet + 5 cost + et —e' +2te’ + t2e'],

deciy = —3et + et + Lcost + Jtet + 12,
= — — e
b) Rezolvam problema Cauchy { ;U, =3z —y ; { z(0) =1

=x-y y(0) =1.
Aplicand transformata Lapalce sistemului de ecuatii diferentiale; obtinem

{ L[z'] = =3L[z] — L]y] { pLlr] — 1= =3L[z] - L[y
== ==
Lly'] = L[z] — L]y] pLly] — 1= L[z] — L[y]
{ (+3Lll+ Ly =1 Ll2] = Gize
L]+ (p+ 1)Lyl =1 Lly] = ZHpe

Prin urmare,

p p+2—2 1 1 —9t —92t
x| = = = —2 :l:e — 2te
i (p+2)? (p+2)?2 p+2 (p+2)? [ ]

p+4 _p+2+2 1 1

Lly] = = = 2 = Lle™% + 2te™ 2],
vl (r+2)2  (p+2)? p+2+(p+2)2 [ ¥ 2te ]

de unde rezultd x = e=2¢(1 — 2t), y = e~ 24(1 + 2t).

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul 11, profil mecanic, 2002-2003

I. a) Fie u(x,y) = e” cosy. Functia u este armonicd deoarece are loc egalitatea

22772‘ + g%‘ = e®cosy — e* cosy = 0. Obtinem f/(z) = %Z — ig—Z = e cosy + ie® siny;
y = 0 implicad f'(z) = e = f(z) = e+ C, C € C. Substituim x — z si rezulta

f(z)=e*4+C, C € C. Egalitatea f(0) = 1 implici C = 0, deci f(z) = €.
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b) Notam v(z,y) = @(t(z,y)), unde t(x,y) = £. Impunem functiei v sa fie
armonica; rezulta

L[y 2y
"= (S 1)+ 2P (t) =0 ")+ 1) = -2t/ (t) & =—.
0 (1) + B0 =06 g0 +1) = 20« S =

Integrand in ambii membri ai egalitatii, avem

/‘P//(t)dt——/ 2 gt = (@ (1) = n( + 1)+ InCy, Cy > 0 =
@/(t) - t2—|—1 n{y = ncy,01

= ¢'(t)

1
/t2+1dt:>cp() Ci - arctgt+ Cy,Cs € R.

Rezulta deci v(z,y) = C; - arctg (%) + Cs. Atunci

ov  Ov Ci-x .y Cy
/ _ _ _
f(z)_ay+zax $2+y2 Zx2_|_y2'

Obtinem succesiv

y=0= f'(z )f%if( )=Cilnx+Cs; z—2= f(z) =Ci1Inz+C3, C3 € C.

IL. a) Folosind egalititile e'/* = 3 n,zn,Vz e G 1 - = >, 2", |z| <1, rezulta
n=0 n=0
oS 1/1 1 1
fo) == (£ ) (S ) = e (P+m+ )4
n=0 n=0 n:

1 1
1 = 1 ...
+(+1,+2,+ =t ) <+ +2,+ e )

deci I} = / f(z)dz = 2mi - Rez (f,0) = 2mwi(e — 1).

|z|=R
+oo 9
b) Iy = / %dm. Efectudm intai schimbarea de variabild 23 = y (deci
T
_ . d
27, : : 1 Y
3z*dx = dy) si obtinem I, = 3 / EESE

Fie g(z) = Z%H Fie vy =vyg U[—R, R], R > 1 (vezi Fig. 3).

Figura 3.
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R
Atunci /g(z)dz = 2miRez (g,1) & / g(z)dz +/ g(x)dx = 2miRez (g,1).
-R
v YR S
Pentru R — oo, egalitatea devine: Rlim g(z)dz + g(x)dx = 2miRez (g,1).
— 00 R — 00
—_—

=0

o0
1
Rezulta / g(z)dz = 2m'?, deci I = 3.
i

— 00

IIL. a) y”" -2y’ +y = e’ cos 2t, y(0) = 1, 3 (0) = 1. Aplicim transformarea Laplace
ecuatiei gi notdm Y = L[y]; rezulta

Ly")(p) — 2Ly )(p) + LIy)(p) = L[e* cos2t](p) &
& pY(p)—p—1-2(pY(p) —1) +Y(p) = Llcos2t](p— 1) &
p—1 1

epPYp)= ——F e @-1)Yp) =1+ —F—,
(p—1)° +4 ) (p—1)"+4
deci
A+B=1
22 A Bp-1
Y(p) = Zi 2p26 o1 (2p 2)+5C:> —2A-2B+C=-2
p-1)(®-2p+5) p-— p?—2p+ BA+B—C =6,

sideci A=5/4,B=—1/4,C = 0. Rezulta

51 1 p-1 5, 1,
W) =31 a1 YW g¢ g

t
b) Rezolvam ecuatia x(t) + ' (t) — 2/ x(s) sin(t — s)ds = cost + sht, cu conditia
0

t
x(0) = 1. Deoarece / x(s) sin(t — s)ds = z(t) * sint, ecuatia se rescrie
0

z(t) + 2/ (t) — 2x(t) *x sint = cost + sht.
Aplicdm transformarea Laplace ecuatiei gi notdm X = L[z]; obtinem:
Llz(t)](p) + L' (1)](p) — 2L[x(1)](p) - LIsint](p) = L[cost] + L]sht] <

1 P 1 P A B

X X(p) —1-2X = X(p) = =
& X(p) +pX(p) o e ars fe p bl ) Rl el g

A—B=0 p+1
z(t) = 3e' + 3=t = cht.

IV. a) Pentru n > 1, calculam

unde { A+B =1 = A =B = 3, gideci X(p) = %(;ﬁ"‘i); prin urmare

™

1 ) 1 7 ) 1 e&latin)
an + an - /eaz . eznzdx _ - / ez(a+zn)dx _ 2 e . m
s m T a+wm | —T
1 z(a+in) 71(a+in)> 1 Ta n —ma n
= - - (e™(-1)" - -1
m(a +in) (e ¢ m(a + in) (e (=D = e (=1)")
(-nH~ 1 et —e ™ (=1)" (a —in) sh(ma) - 2

_ . .9 =

T a+in 2 m(a? + n2) ’
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_ (71)"-a-sh(7ra)-2’ b, = (=1)"n-sh(wa)-2

de unde rezulta a,, = . Pentru n = 0, avem

w(a2+n?) - m(a2+n2)
1 /7 1 e 1 2. sh(ma
aozf/ edy = ——| T :—(em—e_m)zi( )
) . T a | —T Ta Ta

Rezulta ca dezvolarea in serie Fourier trigonometrica pentru functia ceruta este:

(="t n - shima) - 2
m(a? + n?)

cos(nzx) + sin(nz) |.

fa) = ST) | [(_1)n ~a- sh(ra) -2

Ta m(a? + n?)

& 1—acosx .
b) Pentru n > 1, calculam a,, + ib, = %/ 5 - €""dz. Notand
=1 —2acosx+a

e = 7z si folosind egalitétile obtinem

dz.

b 1 / 1- az%l ndz 1 (22 —az? —a)2" !
a (3 = — _ %2 . =
" "o lz]=1 1 — 2a%;r1 + a? iz 207 Jjy = —az? +2(a?+1) —a

. _ (2z—az®—a)z" ! | . v . o . 1 .
Fie g(z) = Py e y g functia g are doua puncte singulare z; = a i 22 = =, poli

de ordinul I. Dar, deoarece conditia initiald cere |a| < 1, rezultd c& doar z; este in

interiorul drumului |z| =1 i 9(z)dz = 27i - Rez (g,a). Dar
|z|=1
) (22 —az? —a)z" ' (2a—a®—a)a™!
Rez (g,a) = lim(z — a =
(9:4) z—>a( ) —a(z—a)(z— 1) 1—a?
Rezulta a,, + ib,, = ﬁZm’ -a™ =a", si deci ap, =a”, b, =0, n > 1. Pentru n =0,

1—acoszx . ; .
avem ag = + —— 5 dz. Notand ¢ = z, obtinem
i 1—2cosx+a

—T

1 1- az?zrl dz 1 —az’+22—a

ap = — 211 - =4 p) B) dZ
T Jjzj=1 1 — 2058 4 a2 iz 20w Jiy oy [-a2® +2(0® + 1) —a] — 2

_ —azz+22—a

— [—az?+z(a?+1)—a]—
ordinul I si cum + : |z| = 1, rezultd

~; pentru g, 21 = a §i 22 = L 23 = 0 sunt poli de

a’

Notam g(z)

/I - 9(z)dz = 2mi (Rez (g,a) + Rez (g,0)).

Cele doua reziduuri din membrul drept sunt

—az?+2z—a —a*—a
Rez (g,a) = lim(z — a = =1,
(9,) Z—m( )fa(zfa) (z-1z2 (1-a?)a
2
_ 25 — —
Rez (g,0) = lim et 2z ? :—azl,
z=0 —a(z — a) (z - 5) z  —a
deci ag = ﬁ27ri'2 = 2. Prin urmare dezvoltarea ceruta este f(z) = 1+ E a”™ cos nx.

n>1
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2003-2004

I. Vezi subiectul I.1 de la profil mecanic, faza locala, 2004-2005.

I1. Folosind egalitatea cosz = einr;fiz, ecuatia se rescrie: cosz = 5 si deci
e’* + e7"* = 10. Notand e”* = a, obtinem o + £ —10 = 0 & a € {5+ 2V6}.
Distingem cazurile:

i) e =5+2V6 = iz = Ln(5+ 2v6) = 5+ 26 +i(0 + 2kn),k € Z, deci
2= 5426 4 opr = 2k —i(5 + 2v6),k € Z.

i) e =5 —2V6 = iz = Ln(5 — 2v6) = 5 — 26 + (0 + 2k7), k € Z, deci
z = 2km —i(5 — 2v/6),k € Z.

II1. I = / &dz. Ecuatia carteziana a domeniului de integrare
22(22+1)
422 4+9y2=36
2
se rescrie: 4x2 + 9% = 36 = %2 + % = 1, deci se integreaza pe o elipsa. Fie
_ _sinz . sinz sin z ' 1 B .
g(z) = (2 41)" Avem ;ILI}) A1) 33})( . ) FEFT 00, deci 21 =0
este pol de ordinul 1 pentru functia g; zo = 7 i z3 = —i sunt de asemenea poli
de ordinul 1. Atunci I = 27i(Rez (g,0) + Rez (g,7) + Rez (g,—i)). Calculdm
reziduurile:
Rez (g,0) = lim —>—— =1, Rez (g,1) = lim —p—— = "

i=iz(2P40) (1) 207

) ) sin z sin(—1i) sini
Rez (g, —i) = lim = _ = :
(g, —7) Z——i 2(22 —i) (1) (=2i) =2

si deci

. . . . 717 1
T=omi(1- 22 ) o orsini=27 (i— S ) =ri(2+2—¢).
21 21 21 e

£(2) 1 1 A n B A+B=0
z) = = =

224+2z—-6 (243)(z2—2) z4+3 z-2 —2A+3B =1,
deci A=—1 B =1 sideci f(z) =% (ZiQ - Zi3). Distingem urméitoarele cazuri:

i) |z| < 2. Au loc dezvoltérile in serie:

zi2: —2(11—;) :732(3)71 zi33(11—|—§) ;;<§>n(l)n’

|
[NCR
/N
[NCRIRN
N———
3
|
Wl =
3
HMS
o
/
Wl w
N—
3
—
|
—
N}
3
| S
|
| =

S n 1 (_1)n+1
ZZ _2n+1 + 3n+1 :

n=0
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ii) 2 < |2 < 3. Avem

1 1 I /2" 1 1 1 & N
z—2_z(1§)_z'nz_%(z>’ z+3_3(1+g)_§'z;(_1) (3)

n=0
de unde rezultd f(z) = £ [Z % - > (1)";:1}
n=0 n=0
iii) Pentru |z| > 3, avem
1 1 I = /2\" 1 1 1 & 3\"
! -2 (2) > (2)
z—2 z<1> z = \z z+3 z(1+3> z = z
z
dot () = [ £ 2o $ (cai] -4 § 2o
n=0 n=0 n=0
iv) Pentru |z — 2| < 1, avem
1 1 1

- - e (52
z+3 2—-24+5 5<z;2+1> —~ 5

ot =

deci f(2)

- 5 o]

n=0

+oo d
V.J= _/ (22 + a2)2x(x2 o) a > b >0. Construim drumul v = ygU[—R, R]
(vezi Fig. 3). Fie g(z) =

A
(2t a2)2(z2 12 o
2
[, 9(z)dz = 2mi- 37 Rez (g, ax)
k=1

J, 92z = [, g(=)dz + [% g(a)de

iar pentru R — oo obtinem fjocf g(x) dx = 2mi(Rez (g,ia) + Rez (g,ib)). Dar z = ia
este pol de ordinul 2 pentru g, deci

. . - 2 1 ' —
Rez (g,ia) - = lim, (“‘Za) =it a2 +b2>> -

~ lim -2 B 2z _
Czia | (2 +ia)3(22 +02) (2 +ia)2(22 +02)2]
-2 _ 2ia B b? — 3a?
(—i)a®-8- (b2 —a2) 4(-1)a?- (b2 —a?)?  4ia3(b? — a?)?’

De asemenea z = ib este pol de ordinul intai pentru g, deci

1 1
Rez (g,ib) = lim

zib (22 4+ a?)?(z +ib)  (a® — %)% - 2ib
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b% — 3a? 1 m(b® — 3a?b + 2a?)
Rezulta J = 2m =
cria m (42’a3(b2 —a?)? * (a2 —b2)2 - 2ib) 2a3b(a? — b?)?
27 i
6'Lnx .
VI. a,, +ib,, = / ————dz. Notand e'¥ = z, obtinem
1—2acosz + a?
0
z" dz 1 z"
NPT S Y N
lzj=1 1 — QaZ;erl +a2iz 0 Jym —a2? +2(a? 4+ 1) —a
Fie g(z) = WZ?H)*a Atunci z1 = agi 2y = % sunt puncte singulare ale functiei
g (poli de ordin 1). Pentru a € R, |a| # 1, distingem cazurile
i) Dacé |a| < 1, atunci |z1| = |a| < 1, |22 = || > 1 si deci putem evalua integrala
o g(2)dz = 2miRez (g,a) unde Rez (g,a) = zhg}z S P e Bl deci
ap +ib, = 12mis = 219 Rezultd a, = 2%, b, = 0.
ii) Dacd [a| > 1, atunci |z| = |a] > 1|22 = || < 1 si deci evaluim
integrala / g(z)dz = 2miRez (g,1/a). Dar
|z|=1
1
z" - 1
R l fr— 1- pr— a"’ =
ez (9 2) 21_13% —2az+a2+1 —2+a2+1 a"(a®-1)
: - 1 . 1 _ 27 _ 27 _
deci ay, + b, = iszan(aLl) = gifa?=T) = On = 7an,(a271),bn =0.
' =x—y+2sint 2(0)=0
VII. Rezolvam sistemul . cu conditiile initiale
y =2x—vy y(0) = 0.

Metoda 1. Din prima ecuatie, obtinem y = x + 2sint — z’. Inlocuind in a doua
ecuatie, rezultd ' +2cost —x” =2z —x —2sint+ 2’ < 2’ +x —2sint —2cost = 0.
Rezolvam ecuatia omogena z” + x 0. Polinomul caracteristic r2 +1 = 0 are
radécinile r € {£i}, deci quasipolinoamele asociate sunt ¢;(t) = cost, wa(t) = sint.

Cautam o solutie particulard a ecuatiei neomogene de forma: zo(t) = C(t) cost +

C'1(t)cost + C'(t)sint =0
C(t) sint. Din sistemul

, rezulta
—C'1(t)cost + C’'5(t) sint = 2sint + 2 cost

C’5(t) = sin2t + cos 2t + 1, deci Ca(t) = — <52t 4 sin2t 4 ¢

Inlocuind in prima ecuatie, avem: C’; (t)cost + 2sin®t + 2cos? tsint = 0, deci

sin 2t cos 2t
C'1(t) = —2sin?t 4 2sintcost = cos 2t — 1 —sin 2t = C,(t) = 12 — 5
Prin urmare, solutia particulara este
sin 2t cost cos2tcost  sin2tsint  cos2tsint .
zo(t) = ————— —tcost+ + - +tsint =
2 2 2 2
sin 2t 2t

(cost +sint) — t(cost — sint) + o8 (cost — sint).

2
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Solutia generala a ecuatiei neomogene este

sin 2t . . cos 2t
(cost +sint) — t(cost — sint) +

x(t) = Cycost+ Cosint + (cost —sint).

Conditia x(0) = 0 implica C; + % =0=0C; = —%, i folosind prima ecuatie, avem

S
y(0)=0=2'(0)=0=Co+1-1-1=0=Cy =

. In concluzie

0s 2t

t
(cost+sint) — t(cost —sint) + ¢ (cost —sint).

1 2
z(t) = §(sint —cost) + S

Din prima ecuatie se obtine ugor y(t).
Metoda 2. Aplicand transformarea Laplace sistemului si notand X = L[z],
Y = L]y], obtinem:

PX=X-Y+ g N (P-DX+Y = 25
pY =2X -Y -2X+(p+1)Y =0.

Discriminantul acestui sistem liniar in necunoscutele X,Y, este A = p? +1 # 0.

Sistemul este compatibil determinat, cu solutiile: X = (i(zp_:rll))z Y = W' Pentru
determinarea lui x(¢), notdm g¢;(p) = (i(fjll))g ePt; se observa cd p = +i sunt poli de

ordinul 2, gi avem

L (2040 L\ o (€ (o Dtet!) (p i) — (p+1)e” - 2(p +4)
Rez (g1,1) = lim (me > = 21171&11_ FENE

- ’
p—

et (—t—it—1)

. . i1 . .
deci Rez (g1,1) = %;H) Analog, Rez (g1, —i) = ~———;——, deci
" teit it .teit 4 et . pit _ it reint  feost b sint
z(t) = — i =tsint — tcost + sint.
24 24 21

Pentru determinarea lui y(t), notdm go(p) = (pgf‘rl)2 ePt. Se observa cd p = +i sunt

poli de ordinul 2 pentru gs, deci

= eit(_t - Z)7

pt pty 1)2 — ePt .9 .
ReZ(QQ,i)—éllim‘(262)_4,lim6 (p+1) < (p+1)
p——1 (p +1) p—i (p+Z)

si Rez (g2, —4) = e "(—t +i). Atunci
y(t) = —t(e + e—") —i(e — e—) = —2tcost + 2sint.

Observatie. Problema se poate rezolva si folosind matricea exponentiala.

. YIII. F(p) = 1)2_’;2%. Discriminantul polinomului p? 4+ 2p+« este A = 4(1—«).
Distingem trei cazuri:
i) Daci 1 —a < 0, deci a > 1, atunci p? +2p+a=0<p e {-1 +i(a—1)}.

Obtinem F(p) = (m—&ﬁ’ deci functia original este e~* cos (\/oz — lt).
_ _p+tl __ 1

ii) Dacd 1 — a = 0, deci « = 1, atunci F(p) = GiZ = pil iar functia original

este e .
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iii) Dacd 1 —a > 0, atunci p> +2p+a =0 & p € {p12} ={-1+V1—-a}.
A+B=1

; — p+1 _ _A B _np_1
Atunci F(p) = (p—p1)(p—p2) = P—Pp1 + p—p2’ unde { —Ap, — Bp; =1 e A=B= 2"
Rezultd F(p) = %ﬁ + %ﬁ. Prin urmare functia original este

1 1 1
5eplzt i 5epzt _ ie—t (e\/ﬁt 4 ef\/ﬁt> = et ch(VI— at).

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2004-2005

z 3
I.CalculémI:/zQ-eledz, I'={zeC||z-1% =R} R;«éi; R > 0.

r
Fie g(z) = 22 - ezZTzl; pentru g, singurul punct singular este z = —1, care este punct
singular esential. Rez (g,—1) = c_1 coeficient din dezvoltarea in serie Laurent a lui
g in jurul lui z = —1. Se observa ca avem
eszl :e% 2627242’1 262'67211 :62‘5.
22 es =(z+1-1)2-e-S=e?[(z+1)?=2(z+1)+1] - S,
unde
-2 —2)? —2)"
S =1+ ) 2+--~+(7)n+
U(z+1)  201(z+1) nl(z+1)
B 2 22 (=1)"-2n .
N U(z+1) 2 (z+1) nl(z+1)"
deci

3 3 2
c_1 = 2——2——3 e? = é—472 e? = é—6 62:——146.
3 20 1! 3 3 3

Consideram cercul ‘z — %’ = R de centru (%, O) si raza R. Distingem cazurile:

i) dacd R < %, atunci I = 0;

ii) dacd R > 3, atunci I = 2mi- Rez (g,—1) = 2mi — % = —Bmie2,
0, —nm<x<0
II. Avem f(z) = . Dezvoltarea in serie trigonometrica
/2, O0<zx<m
Fourier a functiei f este % + Z ay, - cos(nx) + by, - sin(nx), unde
n>1
an = %/_ﬂ f(z) cos (nx) de = %/0 gcos(mc) de = % smfln:c) . =0,
1 [ . 1 (™7 1 cos(nz)|™ 1 ntl
n = — = — — S = - —= = — —1 1 s
b - /7ﬂ f(z)sin (nx) dzx 7"/0 5 Sin (nzx) dz 3 " . ((-1) +1)

1 [™ 1 (™r 1 . T
o = [ s@ae= [ Saee gt



1 1
2 2n+1

1
'QSin(nx)+Z2—~0~sin(mc) =
n

n>1

1 ™
Din formula Parseval, ? + (ai + b%) == f %(x)dz, rezulta
™

PPX(p)—p*—p+1-2(p’X(p) —p—1) —pX(p) —14+2X(p) =5 e i
S @ -2p"—p+2)- X(p) —p*+p+2= s
pP+4
: 1 10
deci X(p) = 35 + genprno-o67a - Dar
10 A L B C Dp+ E
p-De+D)E-2)p*+4) p-1 p+1 p-2 p>+4
1 5 1 1
& A=-1,B=-,C=—, D=- ——
’ 3 12’ 4 2’
deci rezulta
1 111 5 1 1 p 11
X(p) = — - 2 : 1
P = 13,71 T2 i d
si prin urmare z(t) = $e~" + S e + 1 cos(2t) + 1 sin(2¢).

Folosind formula inversa a transformarii

° 1
IV. Avem /0 f(z) cos (tx) de = e

) oo 1 1 +o0o
Fouri i sinus Ita == 3(tx) dt = — 3(tx)dt.
ourier prin cosinus, rezulta f(z) = = /0 e cos(tx) - [m e cos(tx)
—_———

para
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Fie drumul inchis v = yg U [-R, R], R > 1 (vezi Fig. 3). Fie g(z) = —IJ:ZQ - et
Aplicand teorema reziduurilor, obtinem
R

/g(z)dz =27i- Rez (g9,1) & / g(z)dz +/ g(x)dx = 27i - Rez (g,1).
Y TR —-R
+o0o
Pentru R — oo, egalitatea devine lim 9(z)dz +/ g(x)dx = 2mi Rez (g,1), si
R— o0 YR o
+oo
deoarece Rlim / 9(z)dz = 0 (lema lui Jordan), rezulté/ g(x)dx = 2miRez (g,1).
70 —o0
Dar z =i este pol de ordinul 1 pentru g, deci
) ) ‘ e'=® e 1 teo o, o1 om
Rez (9,0) =l = =) 3G ve ~ o~ 2w :‘/Oo 12t T T e
o0 1 +o0 1 )
Dar [m T2 cos (tx) de = Re (/Oo MG””dz), deci avem
1 =« 1 o
fe =t @=a="

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2004-2005

2

L a) Notam u(z,y) = %z Atunci

ou v —x?  Ou —2xy _0u | 9Pu 22° —6ay® _ 2z(z” — 3y°)

I

7_77:77Au_7 _— =

ot (z2+y2)° 9y (a2 +y2)? o9z 9y* (22 +y2)° (22 +y2)°
deci u este armonica. Obtinem succesiv
2

_Ou  Ou y? —x 2xy

"(2)= & —ig = +1 ;
PO~ o~ vy ey
-1 1 1
yzOéf’(x):?:xf(x):EJrCl:Sf(z):;JrCl;ClE(C.
Conditia f(1) =1 implicd 1 + C; = 1= C1=0, deci f(z) = 1.
b) Notam u(z,y) = ¢(t), t(z,y) = ””2;”2. Impunem conditia de armonicitate

- du _ 22—y® du _ 2y - e _ Pu | 9u _
functiei u. Avem §* = ¢'(t) - s gy = ¢'(t)- 57, iar conditia Au = Gz + 55 =0

$2
se rescrie

2 2

2 3 2_ 2
P (ZFE) + () R L o 4 ()2 =0

¢

& '(t) T 1o () =06 (1) t+ 2/ (1) = 0= S = 2,

z2—

2
22~ Integrand ambii membrii ai egalititii, rezulta:
xr

unde am notat ¢t =

«;’jg)) dt = =2 [ 1dt & In(¢/(t)) = 2 t| + InCy, C1 >0 =
Pt)=%, CLeR= [(t)dt =0y [ Ldt &

S opt)=- 40y C2€R
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2 2
. . e . . / _Bu_'Bu_Cl(m 79)_'*2C1Iy.
si deciu(z,y) = —5+Cy. Obtinem succesiv f'(z) = 5% % = @r)? et

y=0=fl(x) =S = fl&)=—S2+Cs, deci f(z) = =S+ C3, C5 € C.

II. a) Metoda 1. Aplicand transformarea Laplace si notand L[z](p) = X(p),
L[y](p) = Y (p), sistemul devine:

pY (p) +2X(p) - Y(p) =0 (p—1)Y(p)+2X(p) =0
<~
2(pX(p) = 3) +PY(p) +1=25 — by pY(p) +2X(p) = % —
Scazand a doua ecuatie din prima, rezulta:

2 p 1 1 2
Yp)=———=+5—YP) =25 - -5,
(7) p3+p2—|—4 ®) pd 2p?+4

deci y(t) = t? — sin(2t). Din prima ecuatie a sistemului initial, rezulta
:ZZ(t) _ y(t);y'(t) _ t2;2t _ isin(Zt) + cos§2t).

Observatie. Determinarea lui x(t) se putea face si afland X (p) si apoi originalul trans-
formatei Laplace.

Yy +2x—y=0

2’ +y" = 2t — cos(2t) Inlocuind in a doua

Metoda 2. Rezolvam sistemul: {
ecuatie pe = extras din prima, avem:
sin(2t)

B + Ch.

2e=y—y =22 =y —y =y =2t —cos(2t) = y=1> -

sin(2t)
—5 -

Cum y(0) = 0, rezultd C;=0, deci y = t% — Analog metodei 1, obtinem
t

(t) = £52 — Lgin(2t) 4 <220,

t
b) Rezolvam ecuatia ¢(t) — / €'~ (t — u)p(u)du = cost. Aplicam transformarea
0

t

Laplace ecuatiei integrale, ficand observatia ca / et — uw)p(u)du = €' - t* p(t).
0

Obtinem

LlpM)(p) — Lle' - 1(p) - LIp(®)])(p) = Llcost)(p) & =55 - LIp@)(p) = A7 =

A+C=1
—1)2 Ap+ B C
= Llp(t)](p) = 2(p A €+ + ={ —24+B=-2
Rezulta A = %, B = f%, C= %, deci
4 p 2 1 1 1 4 2 . 1 4
Lle@®)]p) = ¢ - = = p(t) = Zcost — = sint + —e".
[p()](p) 5P+l 5pitl  Bp_2 () g cost — —sin +5e

III. a) Calculdm integrala/ (2 +22+ 1)ez%1dz. Fie g(z) = (z2—|—2z+1)eﬁ.

|z|=2
Se observa ca z = 1 este punct singular esential pentru g. Folosind egalitatile
T 1 n 1 T 1 .
ez—1 = o —_— o
Mz—1)  2l(z—1)2 nl(z — 1) ’

224 224+1=(z-1)2+4z2=(2—-1)2+4(z - 1) + 4,
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functia g se rescrie:

Q
—~
N
N
Il
~
|
—
—
V]
+
=
—~
N
|
—
N2
+
L
RS
+
—

1 1
1!(271)—'_2!(271)2+.”+n!(zfl)"+.“)’

377

decicoi=4+5+45=2+6=3= g(z)dz = 2miRez(g,1) = 37”.
|2l=2

sin(2nz)

5+ 3sinx

2
b) Notam integrala definita cautata prin b, = / dz, n € N*. Con-
0

ei2nw

27 27
) cos(2nx) : ) / )
struim a,, = —————2dux si observam ca a,, +tb,, = —————dx. Notand
" /0 5+ 3sinx 5 v " " o O+3sinz

e = z, rezulta

b / 22" dx / 2720 4
Qp 1 1W0n = Y = —————dax.
|z]=1 5 + 352;1 iz |2j=1 100z + 322 — 3

Fie g(z) = &Qﬁ% Pentru g, 21 = —% i 22 = —3i sunt poli de ordinul 1. Dar

|z1] = § < 1si|zg] =3 > 1, deci / g(z)dx = 2mi - Rez (g, —;) De asemenea,

|z|=1
obtinem:
i i L2n (_1)2” j2n—1
Rez ,—— = lim (z+4+ = . = 3/ - .
(v3) = () s era = o~
_ m(=1" o .
o n an = S5 2
Rezulta a,+1ib, = 47ri% = %, deci 32 §i/ M dr = 0.
b, =0 o O-+3sinz

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2005-2006

d
I.a)I:/Hizg;szT(D),undeD:{ze(C||z\<R,0<argz<7T}
z
7

(vezi Fig. 3). Fie g(z) = ﬁ Functia are 3 puncte singulare (poli de ordinul 1):

z1 = -1, 20 = LQ\/E sioz3 = 1%\/5 Dar I,,(z3) = —@ < 0, deci z3 ¢ Int(7).

Pe de altd parte, |z1| = |22| = 1. Distingem trei cazuri: i) 0 < R <1 = I = 0.
ii) R=1=1=mi(Rez (g,—1) + Rez (g, 22)). Prin calcul direct obtinem:
(z+1) 1

Res (5, ~1) = Jim, T = 5

1 1 —1v3—1
Rez (g, 22) = lim 2 —29)- = =1 -
(9:) (1+i\/§)( R ) [EEE R = A
z—
2

deci I = mu%‘@) iii) R > 1 = 27i(Rez (g,—1) + Rez (g,22)) = m(%“/g)

d _
b) Calculam sz?) Construim v = [0, R] U~yr U AO (vezi Fig. 4).
0
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Tr

Figura 4.

Alegem R > 1 gi observam ca in interiorul lui v nu se afla decat un un punct
singular al functiei g(z) (vezi punctul a)) si anume z5. Atunci

—1—-14v3
/g(z) dz = 2miRez (g, z9) = 2mi (K)
.
R
Pe de alta parte, avem /g(z) dz :/ g(z) d:er/ 9(z) dz+/ g(z) dz. Pentru
v 0 TR AO

a calcula / g(2) dz, parametrizam AO, z = (R — p) - 2™/3, p € [0,R] si deci
J Ao

dz = —e3" dp, de unde rezulta

R r
1 2mi 2mi d’l“
z)dz = — - .e¢ 3 dp=—¢3 _
/Aog() /0 L+ (R—p)?-c2m g /0 e

Prin urmare,

Trecand la limita R — oo in aceasta relatie, rezulta:

(1- ezgi)/ _dv + lim g(z) dz = 2mi (Z\/6§1> =
0

3
1+x R—o0 YR

1+23 3 6

2 2 1423 9

:<3 Nﬁ)/” de /3  2mi /°° de__2my3

5 sin 57 0<t<2r
II. Avem / g(u) - sin(ut) du = T t=2m . Utilizand formula
0
0, t > 2m.
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inversei transformarii Fourier prin sinus, obtinem:

2m 27 cos(L — ut) — cos(: + ut
/ il ~sin£sin(ut)dt:/ sz — ut) s(i +ut) dt =
o 2 My ) 2

sin(f —u) |?7 2 _y sin(3 —2mu  sin (5 + 2mu) B
Ty o ) 1—4u 1+ 4u B

(Cos(27ru) cos(27ru)> _ 16u - cos(2mu)

1—4u  1+4u 1 — 16u?

3w

sin(£ 4 ut)
0 itu

»Mﬁ

Observatie. Considerand formula transformarii Fourier prin sinus sub forma
(oo}
= \/g/ f(z)sin(&x) dx, atunci rezultatul este g(u) = \/g %Séjfu).

III. 2" — 22’ + = = €'; 2(0) = 0; 2/(0) = 1. AplicAnd ecuatiei date transformarea
Laplace si notand: X (p) = [L(f)](p), rezulta

p2X(p)—1—2pX(p)+X(p):ﬁﬁX(p)(p—l) —1+% ]%@

& X@P=17 =1+ = Lo & X0) = Lo

Fie G(p) = ﬁ -ePt: p =1 este pol de ordinul 3 pentru G, deci

1 1 1
Rez (G,1) = 5 ;qu(pept)” = 5(* +2t)e = a(t) = 5 (1 + 20)e™

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2005-2006

I a) Im(f(2)) = arctg (%), f(1) = 0. Notam v(z,y) = arctg (%). Verificim

x
armonicitatea functiei v. Obtinem succesiv:

o y 0%v B 2y
or a2+ 12 ox2 (22 + ¢2)2
4 = ( v = Av =0,
[ *v 2xy
oy 2 +y? o2 (22 +y?)?
deci v este armonica. Atunci f'(z) = g” +idv = 17 Hi(—z). Pentruy =0
obtinem f’(x) = % = f(z) = Inz + C, si efectudnd substitutia * — 2z rezulta

f(z)=lnz+C. Dar f(1) =0« C =0, deci f(z) =1nz.

b) Re(f(z)) = ¢ ("L ty ) Notdm u(z,y) = ¢ (* ty ) = ¢(t), unde am notat
t(z,y) = # Atunci

2 2
ou . ot ’ % — y2 9u 1 ) z? — y2 ’ 2y
or ®)- Oox ®) x2 N az2 7 ®) z? +e() x3
ou 4
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Impunem conditia ca u sa fie armonica, si obtinem

1‘4 _ 2x2y2 +y4 4y2 2y2 2
_ " =5 ’ AT
Au=0 (:Hp(t)( i +x2>+<p(t)(x3+x) 0
2 0202 922 4 o2
gy CEVE L 2EAY) iy =06 w1420 () =00
" (t) 2 C C
= 10 :—¥<:>ln(g0'(t)):—21nt—|—lnC’=ln o) :>gp'(t):t—2,

deci p(t) = f% + D, C,D e€R.. Daca o(t) # f% + D, atunci nu putem construi f
olomorfa cu Re (f(z) = ¢(t). Dacd ¢(t) = =< + D, atunci

2 2
p(5F) = — 55 + D = u(z,y).
2 2 .
Obtinem f/(z) = % — i%; = %;(;\T_‘_y;’)z) - z(miizg)z. Pentru y = 0 avem f'(z) = ?C;v

deci f(z) = =€ + E, E € R. Substituind z — z rezultd f(2) = —< + E, 2z # 0;
C,E eC.
9. (1 . 9 (1 .
II. a) I, = z*sin ( = ) dz. Fie g(z) = 2?sin(1); 2 = 0 punct singular
|z|=r

z
00 (_1)7’L . (1)2’”—&-1
(esential) pentru g. Folosind dezvoltarea sin (1) = Z —E

z obtinem

‘ ?

o (2n+1)!
AR N G 1 1
2 i - = o 1~ oy — - —_— — e e

z sm<z> §22n71(2n+1)! z 2.3!4-22.5! ,

deci ¢; = f% = Rez (9,0) = f%. Din teorema reziduurilor rezulta
Il = 27TZ . ReZ (g’o) = —% — _%

oo 1 1 [t dx , .

D= et =5 ) Gy e 9() = g

vy=9rU[-R,R], R > 1,unde yg = {2 € C | |z| = 1, Imz > 0} (vezi Fig. 3).
Pe de-o parte, /g(z)dz = 27i - Rez (g,7). Dar are loc egalitatea

L g(2)dz = / gz / Zgw)dx,

+o0o
relatie care pentru R — oo conduce la /g(z)dz = / g(x)dz, de unde rezulta

Yy —00

“+oo
/ g(x)dx = 2mi - Rez (g,i). Deoarece z = i este pol de ordinul 2006 pentru g,

aveln
Rez (g.4) = — .1 1 (20051 2006 - 2007 - - - - - 4010
€7 1) = —— - lim | ———5-—~ = .
7 2005! =i \ (z + 1)2006 2005! 94011 _;
si deci Ip = 5 - 2mi - o555 - 200500 = (2035?!1)(;!»;1011-
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¢
IIT1. a) ¢"(t) —|—/ 2 L (w)du = e, p(0) = ¢’ (0) = 0. Aplicand ecuatiei

0
date transformarea Laplace, rezulta

L)) + L™ ¢ (0)p) = 5 1+ LeOI(p) + 5 -+ Llplt)] = —.
Notam L[p(t)] = ®(p) si obtinem p(p? — 2p + 1) - &(p) = 1, deci
1
o(p) = W (25)

Fie G(p) = ﬁ; pentru G avem polii p = 0 (pol de ordinul 1) i p = 1 (pol de
ordinul 2), deci
eP?

Rez (970) :ZIJI—I}%W =1

pt\ tePt . p — bt
Rez (g,1) = lim () i P ),
p—1 p p—1 p

Aplicand egalitatii (25) transformarea Laplace inversa, rezulta

o(t) = Rez (9,0) + Rez (g9,1) = @) =1+e(t—1).
+oo
b) Folosind definitia transformarii Fourier, obtinem f(§) = / f(z) - % du;
rezulta e
too +o00 +oo 2 2
f(f) = / e‘éeigmdx = / e_(é_i&)dx = / e_(é_mf_%Jr%)dm
2 oo =i 2 +o0 5
:67% / 6_(7‘5)2(1%:67% \/5/ €7y2dy:\/ﬂ'€7%,
. too o,
unde s-a folosit substitutia y = x\;? si egalitatea / e Vdy =+/m.
— 00

Observatie. Daca se foloseste definitia alternativi a transformarii Fourier

+oo
f€) = \/%/ f(z) - e¥%dx, rezults f(e—12/2) — o€%/2,

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2006-2007

I. a) Derivand ecuatia ay” — (z + 2)y’ +y = 0, rezultd ay"” — (z + 1)y” = 0.
Notand y” = z, obtinem zz' = (z + 1)z = %, =1+ 1. Deci
In|z|=z+In|z|+InCy, C; >0 In|z| =In|zeCh| = 2 = £Chze”,

si deci se obtine ecuatia diferentiald y"” = ze*Cy, C; € R. Integrand rezultd
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y = C /me”dw +Cy=Cre"(x+ 1)+ Cy
si deci y = Clem(fﬂ + 2) +Cy+Cs, C; > 0,05,C3 € R.

b) 22y” — 2y’ +y = Inz,x > 0 este ecuatie diferentiald de tip Euler, deci facem
schimbarea de variabild y(z) = z(Inx); obtinem

2’ (z”(ln x) - % —2'(Inz) - i) fxz'(ln:v)l+z(ln 2) = 22" (Inz)—22'(Inx)+z(lnz) = Inz.
x x

x2

Notand Inz = ¢, obtinem 2”(t) — 22/(¢) + 2(t) = t, ecuatie diferentiald liniard cu
coeficienti constanti de ordinul 2. Ecuatia caracteristica asociata este:

P —2r+1=0& (r—1)2=0,
deci 11 = ro = 1 iar quasipolinoamele asociate sunt z1(t) = el si 25(t) = tel.
Cdutam in cele ce urmeaza o solutie particulara de forma: zy(t) = Cy(t)e’ + Ca(t)te’.
Inlocuind, rezulta sistemul liniar in necunoscutele Cy'(t) si Co/(t):

C'1(t)et + C'5(t)tet =0
C'y(t)et + C'o(t)tet(t+1) = t.
Prin scidere obtinem: Cy(t)e! =t = Cy/(t) = te™ !, deci

Co(t) = /tet dt = —te™ " + /e*t dt = —te ' —e 7t = —e7H(t 4+ 1).
Inlocuind in prima ecuatie, rezultd Cy’(t)e! + 2 = 0 = Cy'(t) = —t%e~*, deci
Ci(t) = /—th‘tdt =t — /Qte_tdt =t — /Qte_tdt =
=te 7t 4+ 2te” - 2/e_t dt =t’e " 4 2te™" + 27 = (7 + 2t +2).

Prin urmare zo(t) = t2 + 2t + 2 — t> — t = t + 2. Solutia generald este
2(t) = ki€t + kate! +t+ 2, k12 €R,
sideci y(x)=kiz+klnr-z+nz+2, ko eR

2 =2x+ 22 . 20 2
II. Sistemul { ¢’ =2z — 22 SerescrieX’:AX,undeX:(y),A:(2 0 —2).
2 =2x—2y - 220
Aflam valoriile proprii ale matricei A. Ecuatia caracteristica asociata este:
2—X 0 2
det(A= M) =] 2 A —2/=2-N)8- ) =0 )ec{2,+2V2}.
2 -2 A

Aflam vectorii proprii asociati fiecarei valori proprii:

i) pentru A; = 2, avem

0 O 2 a 0 % =0 c=0
2 -2 2| (b]=]0 @{ .o =Y a=b,
2 -2 -2/ \c 0 “ °= beR

deci (a,b,c)t =b(1,1,0)%.
——

v1
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ii) pentru Ay = 2\/5, avem
2-2v2 0 2 a 0 (1—=v2)a+c=0 0= (V2+1)b
2 -2v2 -2 bl=10]=4 a—+v2b—c=0 (:){
2 -2 -2v2/ \c 0 a—b—+2c=0 c=b, beR,

deci (a,b,¢)t =b(vV2+1,1,1)".
———
v2

iii) pentru A3 = —21/2, avem

2422 0 2 a
(54 20
2 -2 2v/2) \c

deci (a,b,¢)* =b(1 —+/2,1,1)*. Deci solutia generali a sistemului diferential omogen
| —

0 14+v2)a+c=0
o) =< a+vV2b—c=0 @{
0

a—b++v2c=0

a=(1-+v2)b

c="b, beR,

U3

dat este:
1 V241 V2 -1
X = e | 1] + Cpe?V 1 4 Cge2V2 1 . C1,Co,C5 €R.
0 1 1

III. Fie ¢ : R = R, v(z,y) = (2% — 32).

a) v armonicd d.n.d. Av=0<& % + g%/g =0.

Notam t(x,y) = 22 — y? si obtinem
422" () + 2 (t) + 4y20" (t) — 20/ (1) = 0 & " (t)(42% + 4y?) = 0 =
=¢"(t)=0=¢'(t) =C1 = p(t) =Ci1t+Cs, C1p e R =
= v(z,y) = C1(a* —y?) + C, C12 €R.

b) f(2) = u(z,y) +iv(z,y). Avem

fl(z) = g—z + z‘% = —2yC, +i2C, .

Pentru y = 0, obtinem
2

F(z) = 2iChz = f(z) = 22'01% + Oy = 22iCy + Cy.

Inlocuind apoi = cu z, rezultd f(z) = 2%iCy + Cy, C12 € C.
¢) Folosind teorema fundamentald Cauchy, obtinem

2. . . .
/ (TG + Co)sinz | / iCy sin z dz +/ CQSlnde:CQ/ SIZ
=1=1 j21=1 |

2 2 2
z |z]=1 z zl=1 %

=0(T.fundam.Cauchy)
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sin z sinz 1
Pentru g(z) = ——, avem lim g(z) = lim — = 00, deci z = 0 este pol de
z z—0 5 ; z—0 2z z
ordinul 1. Prin urmare S’Z% = % =5 -5+ ;—?,’ 4+ ..., deci c_1 =1 gi deci
sin z
/ 5~ dz = 1. Rezultatul este 04+ Cy = Cs.
|z|]=1 %

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2006-2007

I. a) Avem Re f(z) = e®(xcosy — ysiny). Se observa usor cd Re f este functie
armonica, deci

Fz) = 3(?;]‘) _ia(fai:f) _

=e*(xcosy —ysiny + cosy) — ie*(—xsiny — siny — y cosy).

Pentru y = 0 obtinem f/(x) = e”(x + 1), deci f(z) = e* 4+ Cy schimband z — z
rezultd f(z) = ze* + Cy. Dar f(0) =0, deci C; =0 = f(z) = z€.

b) Ref = ¢ (%). Ref trebuie sa fie armonicé, deci A(Ref) = 0. Notand
t(z,y) = £, rezulta <p”(t)%i +¢'(t) (32) +¢"(t) (&) = 0. Aceastd ecuatie se rescrie

x2

Integrand in ambii membri obtinem In(y’(t)) = —In(t? + 1)InC;, C; > 0, deci
O(t) = tfﬁ = ¢(t) = Cyarctg t + Co, si deci
d(Ref) .O(Ref) —y , z
1) — _ — _
fi(z) = oz t dy L2 + 32 ZCl$2 + 42’

iar pentru y = 0 obtinem f/(z) = —iCli = f(z) = iCy Inz + Cs; schimband z — 2
rezultd f(z) = —iC1Inz + Cs, C1 3 € C.

IL. a) f(Z) = 22+12—6 = (Z+3)1(z—2) = Zi?) + z€2 = _%Zi:i + %ZiZ' Distingem
urmatoarele cazuri:
i) Daca |z| < 2, atunci
e S GO A
z—2 21-%) 2 4 2n




N y ! 1 1 2 (2)? 2\"
ii) Daca 2 < |z| < 3, atunci Z—Z_z(li)_z<1+z+<z) +.‘.+(;> +>
1 1 z 22
i =-|1—-+4+—+..). Rezulta
§lz+3 3( 3+9+ > ezulta
1 z 22 (=1)mzn 1/1 2 2n
=——|l1-c4+—=—+.. +—+... -l -+t=+.F—+... .
f(2) 15( 3+9+ + 30 + +5 z+z2+ +Zn+1+

iii) Daca |z| > 3, atunci

Lo 1,2 11 7113+32+
2—2 z 22 T om0 T z+372(1+§)7z z z

+ +ﬂ+ +1(1+3+ +g_~_ )
P 5 2 o o).

iv) Daca |z — 2| > 1, atunci

1 : 1 _
ﬁ’<1’ 1ar ——=

1 . . . e
13 = =255 9 deci apare discutia:

= (z—2)n(—1)"
iv.1) Daca 1 < |z — 2| < 5, atunci ﬁ = @ =1 Z % si deci
n=0
11 1 (=) (z—2)"
Q=53 ; 5
iv.2) Dacd |z — 2| > 5, atunci
1 1 1 i (—1)"5" = (—1)"5
z+3 (272)(1+z%2) z—2 = (z—=2)" = (z—2)"
C T _1.1 Lo (=1)nsn
sideci f(2) =555~ 5 2 g
b) Ecuatjia sin z = 2 se rescrie _27,6 = 2, deci e¥* —e~% = 4i. Notand e* =t,
i

obtinem t — % = 44, sau echivalent, t2 — 4it — 1 = 0. Solutiile ecuatiei de gradul doi
sunt t10 =4(2+ \/3) Rezolvand ecuatiile e** = ¢; 5, obtinem

ze{g+2k7r—i(2j:\/§)’ kel

II1. a) I = / BerT dz, R > 0, R # 1. Functia g(z) = BT are z = 1
|z|=R

punct singular esential, iar e =1+ ﬁ + ...+ m + ..., deci

1

PemT = (z—1+1)P%emT = (2= 1>+ (2 —1)2+3(z - 1)+ 1)e=T =

:((z—1)3+(z—1)2+3(2—1)+1)(1+ﬁ+...+ﬁ+...),
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decic,l:%—HS%—F%—F%:i—i—%—i—%—l—l:%,deunderezulté Rez(g,l):%.

Distingem cazurile:

i) Dacd R < 1 atunci I; = 0 (teorema fundamentala Cauchy);

ii) Daca R > 1 atunci I; = 2mi Rez (g,1) = 2mi - 23 = 170,
T d
b) I, = /O o COxSIC e pentru a € R\{—1,0,1}. Observim c& I este pari,
T dx ,
: 1 A T __ :
deci IQ =35 /771_ m Notand e** = z Ob@lnem

L= 1/ S S de .
2 Jjz=11— Qaz%l +a2 20 J= —a2? 4+ z2(@? +1) —a

Fie g(z) = m. Functia g are doi poli z1 = a, iar Rez (g,a) = ﬁ si

1 . 1y 1 .. o
= -, iar Rez (9,7) = 2 Distingem cazurile:

2_1°
i) Dacd |a|] < 1 atunci z1 € Int(7) si 22 € Ext(y), deci

z2

I, = 5 - 2mi Rez (g,a) = 1.

ii) Daca |a| > 1 atunci z; € Ext(7) si 20 € Int(7y), deci
I, = 3 - 2mi Rez (g9, %) = m—=—.

a a?—-1

' — 4z —y = —36t B _ .
Iv. { 42—y = 2t unde z(0) = 0, y(0) = 1. Aplicdm transformarea

Laplace si obtinem

1 —36
pX(p) —4X(p) - Y(p) = —36? (p—4)X -Y = —
<~
_ 2 o 2  p-3
pY(p)—1+2X(p)—Y(p)——P (p—1Y +2X =1 PE il

Discriminantul sistemului liniar obtinut este

p—4 -1

A‘ 2 p-1

‘(p4)(p1)+2p25p+4+2p25p+6,

iar minorii asociati necunoscutelor sunt:

—36 1

a=|” RSV f‘_MMﬂ
= Pe-1 7 T o1 e p—1 et
deci
X(p) = A,  —36p% +T72p—36+p° —3p?  p® —39p 4 72p — 36

A Pe-De-2r-3  pPe-Dr-2)p-3)
Realizam descompunerea in fractii simple
A B C D E

X="4+=+ + + 26
p p> p—-1 p—-2 p-3 (26)
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gi folosind expresia (26) a lui X rezulta succesiv

p=0= —36=—-68B=DB=6

p=1= 1-394+72-36=2C= -2=2C=C=-1

p=2= 8—-39-44+72-2-36=4-(-1)D=-40=-4D =D =10
p=3= 27—-39-9+72-3-36=18E = —-144=18E = E =38

c D E
p=—-1= —-40-72-36=—-A+B——+ —+ — =
2 -3 -4
1 10 895
A=14 ——— 2= —
= 8+6+2 3 5

deci, aplicand relatiei (26) transformarea Laplace inversd, rezulta

895
J)(t)=A+B-t+c-6t—|—D'€2t+E'€3t=?+6t—€t+1062t+863t.

Inlocuind z in prima ecuatie a sistemului, rezulta y.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profilele mecanic si electric, 2007-2008

I. Folosind transformarea Laplace, obtinem

P Y0)+ B =3V () + 2V () = L)) = Ll 1) = s =
2 241
3 . Yp)= ———
= (p°—3p+2)-Y(p) TESERTE
deci Y(p) = WQQ’M - 224771 . m Functia Gl(p) = ngw . ept are

polii p; =1 (pol de ordinul 5) i ps = —2 (pol de ordinul 1), deci

. 2 " 2 ot
Rez (G1,-2) = phm_2 W Pt — —55©
2ert \ @ 1, [t 42 4?2 8t 8
— e '
p+2

3 9 "9 2781

1 .
Rez (Gr, 1) = 4'11»13%( 12

Functia Ga(p) = m - ePt are polii p; = 1 (pol de ordinul 2) si p; = —2 (pol

de ordinul 1), deci

. 1 » o2t

Rez (G2, =2) = lim, s - = =5~
Pt 1 1 t 1
Rez (Go,1) = lim(——) — et - f-= — et - = = ef(% — 2),

p—1'p+ 2 3 ‘9 "'3 9
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deci

y(t) = Rez (G1,—-2)+ Rez (G1,1) — %[Rez (G2,—2) + Rez (Ga,1)] =

25 o t<t4 3 2 972 956 )
—e +e .

243 36 27 T97r 12.97 8112

Observatie. Exercitiul se poate rezolva si folosind teoria de la ecuatiile diferentiale de
ordinul 2, cu coeficienti constanti, neomogene.

4 -2 2 1
II. Sistemul serescrieY' = AY, A= -5 7 —=5[;Y(0)=1] 0 |. Rezolvidm
-6 6 —4 -1

ecuatia caracteristicd asociatd matricii A; obtinem: det(A — A\l3) = 0 & (2 — )2 -

(3—X) =0, deci valorile proprii sunt Ay =2 (my, =2) si A2 =3 (my, = 1). Pentru

a afla subspatiile proprii asociate valorilor proprii, rezolvam sistemele caracteristice:
2 =2 2 a 0

e pentru \; = 2, avem | -5 5 =5 bl = |0] & b = a+ ¢ deci

-6 6 —6 c 0

(a,b,¢) = a(1,1,0) + ¢(0,1,1), a,c € R si deci obtinem doi vectori proprii liniar

independenti v; = (0,1,1)% gi v2 = (1,1,0)%;

=2 2 a 0 3a+¢=0
e pentru Ao = 3, avem | =5 4 =5 bl =10 & , deci
-6 6 -7 ¢ 0 5a+2b=0

(a,b,c) = 5(2, —5,—6), a € R, deci obtinem un vector propriu liniar independent,

vz = (2,—5,—6)". Solutia general a sistemului este

0 1 2
Y()=Cr-e® | 1| +Cy-e** [ 1| +C3-e3* | =5 |,
1 0 —6
solutie care se rescrie
0 eQm 2631
Y(CC) =C4 e | + Cy e | + Cs —5e3® , C1,C5,C3 € R. (27)
e 0 —6e3®
1 Co+2C3=1 C3=0
Impunénd conditia initiald Y/(0) = | 0 | rezulta { Ci1+C;—5C3=0 < { Cy=1
1 Ch —6Cs = —1 ¢ =-1
62:1:
care, prin inlocuire in (27), conduc la solutia Y (z) = 0
_62;3

Observatie. Sistemul se poate rezolva gi folosind transformarea Laplace.

III. Notam v(z,y) = Im (f(z)) = In(2? + y?) + x — 2y. Verificim armonicitatea
functiei v; obtinem:

Ov 2x Ov 2y 0% 2P —a?) 0% 22 —y?)

G Ay Oy 2y a2 @ AgPR 0 @Ay
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rezulta Av = 0 deci v armonica. Atunci

ov . 0Ov 2y 2x
/ —_ — .7 = —-—m——-no— 2 )
f'(2) 8y+289€ 21 +Z(x2+y2
Pentru y = 0 avem f/(z) = i(2 4+ 1), deci f(z) = 2i-In(z) + iz +C, C € R.
Substituind © — z, rezulta f(z) = 2i-1n(z) +iz + C, C € C. Determindm constanta
C: f(l+i)=—i—3+2i-Inv2=2i-In(1+i)+i—1+C=—i—3+2i-lny/2. Dar
In(1+1i) =Inv2+i(5 + 2kn), k € Z, deci obtinem

2i-nv2— % —dkr+i—1+C=—i—3+2 Inv2,

de unde rezultd C = —2i — 2 + 5 + 4km, k € Z, si deci

f(z) =2i(lnz — 1) +iz — § +4km, k€ Z.

+1).

27
d )
IV. I = / 47:62 Notand e = z, se observa ca
0

—sin“x

I :/ 1z :/ 1z —
=1 4= (5202 = - 2282+ 52

2iz 21z 21z

/ 4iz d

= Z.

lz)=1 (=22 +4diz +1)(2% + 4iz — 1)

_ 4iz

T (—224+4i2+1) (22 +4iz—1) "
—22+4diz+1=0&z2€{i2+V3)}, 22+4iz—1=0sz¢€ {i(+V3-2)}.

Se observa ci |21 = 2—v3 < 1; |20 = 243 > 1; |23] = 2—V3 < 1; |z4] = 2+V3 > 1;

deci 21 si 23 sunt poli de ordinul 1 in interiorul domeniului |z| = 1. Reziduurile functiei

g 1n cei doi poli sunt:

Cautam singularitatile functiei g(z) Avem

Rez (g,21) = lim 4iz(z — z1) _ 4izq 1
S = —(z—21)(z—22)(22 +4iz—1) (22— 21)(22 +4diz1 — 1) 4i/3
4iz(z — z3) 4323 1

Rez (9:28) = B a4 + 102 — 2) (2 — 22) (—22 + dizs + 1)(23 — 21) 403
deci

1 1 2 T T3

I =2rmi(Rez (g,21)+ Rez (9, 20)) = 2mi [ —= + —— | =2mi——— = — = 22

mi(Rez (9, 21)+ Rez (g, 22)) 7T<4i\/§ 41'\/?3) 3TV 3

V.J= 22-eﬁdz, R>0,R#1. Fieg(z) = 22551, Se observii ci z = 1
|z|=R
este punct singular esential pentru g. Atunci Rez (g,1) = ¢_1 = coeficientul lui ﬁ
din dezvoltarea in serie Laurent a functiei g in jurul lui z = 1. Folosind dezvoltarea

1 1 1 1
= =1 B
¢ CEN R S AR T R

obtinem

e T =[(z—1+1)2e7T =[(z = 1)24+2(z — 1) + 1]e=T =

=[(z-1)*+2(z-1) +1] (1 + 1!(;71) + 2!(2171)2 + 3!(z171)3 oot m +- ”)7

[

. 1 2 1 13
dec1c_1:§+§+ ':64_2:*.

6

"
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I ao «
L/

Figura 5.
Distingem doud cazuri (vezi Fig. 5):
i) Dacd R € (0, 1), atunci J = 0 (teorema fundamentald a lui Cauchy);

- < A _ 9. 13 _ 13mi
ii) Daca R > 1, atunci J = 2mi Rez (g,1) = 2mi - & = ~5.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2008-2009

I. Valorile proprii ale matricii A se obtin rezolvand ecuatia caracteristica
det (A—XM)=0< -A(A+3)°=0< e {-3,0}.

Atunci solutia sistemului este de formas:

a d a d
Y=m+nt)eM | b |+ | r | =m+nt)e | b |+ r
c s c s
Punand conditia Y’ = AY, rezultd n = 0, c = —a — b, r = s = d, deci fara a reduce

generalitatea, pentru a = 1 obtinem

a d ae 3t +d
Y=e3| b +1 d | = be3t+d : (28)
—a—b d (—a—b)e 3 +d

Impunand conditia initial y(0) = (0, —1,1)", rezulti

a+d=0 a=0 0 0
b+d=-1 S b=—1 =YY= -1 | = -3

1 67315
—a—b+d=1 d=0

Metoda 2. Ca la metoda anterioard, aflim o(A) = {0, —3}. Pentru A\; =0 (u; = 2),
obtinem sistemul caracteristic

-2 1 1 a 0 —2a+b+c¢=0 a 1
1 -2 1 bl=(0)]le< a=2b+¢c=0 < |[b]=c|[1l], ceR,
1 1 -2 c 0 a+b—2¢c=0 c 1
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deci alegem v, = (1,1,1)". Pentru Ay = 3 (uz = 1), obtinem sistemul caracteristic

1 1 1 a 0 a 1 0
1 1 1 b = 0 Sa+b+cec=0&s|bl=al 0 |+b[ 1 ],abeR,
1 1 1 c 0 c -1 -1

deci alegem v; si v3 liniar independenti, spre exemplu vy = (1,0, —1)%, v3 = (0,1, —1)%.
Atunci

1 1 0
Y=ce® [1| +ae 3| 0 |+ 1], cabeR.
1 -1 -1

In continuare se procedeaza ca in metoda anterioara.
Metoda 3. Notand Y (t) = (z(t),y(t), 2(t))*, sistemul se rescrie

=-2x4+y+z o =-3zx+k

y=z-2y+z =24+y+7=0=>zx+tytz=k=< 3y =-8y+k

Z=x+y-—22 2 =-3z+k.
Rezolvam ecuatia diferentiald liniard 2’ = —3x + k. Solutia ecuatiei omogene asociate
2’ = —3x este x = ae~ 3!, iar o solutie particulard zp = a(t)e 3! va satisface ecuatia
neomogend doar daci a’(t)e ! = k & d/(t) = ke3! = (t) = kgﬂ +m. Alegem m = 0,

C o ko daet e a3t |k 3tk o, _ -3t k
deci zp = 5 sideci z = ae™" + 3. Analogy =be ™" + 3, 2 =ce " + 3.

Inlocuind in prima ecuatie, rezulta a + b + ¢ = 0, si deci notand d = %, avem
Y (t) = (ae " 4 d,be 3" + d, (—a — b)e ' + d),

deci solutia (28). Rezolvarea continud ca in metoda 1.

II. b) Rezolvam prin reducere la absurd. Presupunem ci exista o solutie a ecuatiei
date, care admite un maxim interior pozitiv. Atunci existd zo € (a,b), astfel incat
y(xo) > 0; ¥'(x0) = 0; ¥y (mo) < 0, deci pentru x = zp avem

1

r(z0,y'(0))y" (x0) + p(20,y' (%0)) - ¥ (x0) = q(w0, ¥ (20))y(0),
si deci r(xg,0) - y”(x0) = q(x0,0) - y(xo), deci

r(0,0) _ y@o) _, (29)

q(20,0)  y"(w0)

Pe de alta parte, din ipotez&, ¢(zo,0) > 0; r(xg,0) > 0, deci

r(xo,0)
Q(‘r07 O)

Din (29) si (30) rezultd contradictia. Analog se trateaza cazul minimului interior
negativ.

> 0. (30)

ITI. Restrangand patratele, ecuatia cercului se rescrie

F:z?2+y?+2r=0&T:(z+1)2+y? =1. Fie g(z) = 22%e1.
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Rezulta ca z = —1 este punct singular esential gsi z = —1 se afla in interiorul drumului
T, deci/ 9(z)dz = 27mi - Rez (g,—1). Dar

g(z) =22eF = (e 1-1)2e T = [z +1)2 =2z + 1) +1]e? e =
S (22 (-2
— 02 12_2 1 11 11
At D)™ = 2+ D ey e Tae e )
- 2(_8 _ 8 2 2. 22 y ddmie
deci Rez (g,—1)=¢€* (-5 — 5 — &) = —e*- 2. Rezultd [ g(z)dz = — 3
r

IV. a) Notam X = Ref = (i), t = % Pentru a putea obt;ine f olomorfa cu

Ref = X dat, impunem conditia de armonicitate: Ax = 8r2 + 8;2’ =0. Avem

or , 2 —q? ox , 2y
el t) - . 7 t) - 22,
9~ ¢ ) 9y plt)
821' " x2 - y2 2 / 2y2 azx " 4y2 /
Z t) - ). 22 T2 1) 2 -2
G =0 (T51) +v0- 2 T =0 T v o)
Deci
2 2\2 2 2 2
Br=0 ep ) T L) 2 EEE gt )+ )2 =0

1" C
& fo/((tt)) =-2=In(¢(t)=—2mInt+InC; =y = (t;)

C C
= o/(t) = t; = o(t) = —71 + Co.

Rezulta X = — 2+y2 + Cy. Avem

0X . 0X 2 — g2 , 2x

fz)=—=——i—=0Cy- yQ—z- Y 5C1.

ooy T @ @)

Pentru y = 0, rezulta
1 C C
f’(x)zcl.?:>f(m):_?1+03:>f(z):_71+037 C1 €R, C3eC.

3 2
b) Fie g() = (-2 + C3)° -sinz = (=5 + 3505 — 3963 + €F) - sin 2. Deci
z = 0 este punct singular esential pentru g si rezulta

CS C C 3 5
g(z) = (—+3 103—3—103 +C’3)( —;+z—~-~>,

deci Rez (g,0) = 3C?Cs3 si prin urmare / g(2)dz = 6miC3Cs.
|z|=R
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V. Efectusim schimbarea de variabild e¢® = z si obtinem

m=1 (34 22)7 iz i a6+ 1)

Fie g(2) = m. Atunci z; = —3 +2v/2 si 20 = —3 — 2v/2 sunt poli de ordinul
2 pentru g, dar doar z; se afli in interiorul drumului |z| = 1. Avem

/
22 —2z1 — 29 3
Rez (g,z1) = lim |(2 — 2 2. = = ;
( 1) 2321 l( 1) (2—21)2(2_22)2 (21—22)3 64\/§
s — 4 pL._3  _ 3m
deci I = 5 - 2mi NN

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2008-2009

I. a) si b) coincid cu subiectul IV punctul a) de la profilul electric.

II. a) Functia f se rescrie:

1 1 1 1
f(z) = (z—1)3e71 :(2—1)3-(1+ = 1) + 20z 1) +“.+n!(z—1)”+'”)'

Atunci Rez (f,1) = & = 5.

. . iz _ —iz . . _ o -
b)sinz =i “5F— =i e” —e ¥ = 2. Notame’zzaéa—%:—Z(:)

a®+2a—1=0siobtinem A=4+4=8=a; = 222 =21, ay= V2 1;
atunci eiz:alzﬂ—l:iz:ln(\/i—l):1n(ﬂ—1_)+i~2k7r, k € Z, deci
2z = —iln(v/2 — 1) + 2km, k € Z. Analog se trateaza cazul e = as.

III. Efectuiim schimbarea de variabild e’ = z; rezulti

7 / (1—a?)z" dz 1-a? / 2" d
o=t 1 —2a- 5L 4 a2 iz i =1 —az? +2(a* +1) —a

Fie g(z) = m Dacd a = 0, atunci g(z) = % = 2"~ ! gi distingem

cazurile:

e pentrun > 1= 1, =0;

e pentrun=0=g(z) =1 = Rez (9,0)=1= Iy =1 .2mi-1=2m.
Daci a # 0, atunci —az? + 2(a® + 1) —a = 0, deci 2; = % $i z9 = a sunt poli de
ordinul 1. Distingem cazurile:

e dacd |a| < 1, atunci 29 € Int(|z] =1) = I, = 1=a 97i. Rez (g,a); dar

3

n n 1— 2 n
Rez (g,a) = lim(z—a) z i~ = ¢ o, =% o

B
z>a —a(z—a)(z—2%) 1-a? i 1— a2 s
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e dacd |a| > 1, atunci z; € Int(]z| =1) = I, = 1=a 97i. Rez (9;1/a); dar

%

Rz( 1)—lim< —1>- - = ﬁ = L
“\Ta Jpere T a —a(z—a)(z—1)  —a(f-a) a"(a®-1)

si rezulta [, = (1 —a?) - 27+ oy = — 2

e cazul |a| = 1 este exclus din ipoteza.

IV. Avem sistemul diferential i/—:—yy’ ii . Aplicam transformarea Laplace
sistemului gi notam L[z(¢)](p) = X (p), Lly(t)](p) = Y (p). Obtinem
pX(p) —1+Y(p) = ]% pX(p) +Y(p) = pzpj: :
=
X(p)—&—pY(p)—&-l:% X(p)—i—pY():;p.
pPP+1 1-p

Reducem Y (p) si rezultd (p* — 1) X (p) = - =P -D)X(p)=p+1,
p
deci X(p) = pp;tl = ﬁ = z(t) = e’. Folosind prima ecuatie a sistemului, deducem

el+y=t=y=t—e' decisolutia este z(t) = e, y(t) =t — €.

Metoda 2. Sistemul se rescrie
' 0 -1 T t
(y’>_<—1 0>(y)+<1>‘
—_—_—— N —
X/ A X b

Solutia generals a sistemului omogen asociat Xo' = AX este Xo(t) = et -k, k € R2.
Pentru A obtinem valorile proprii {41} si baza diagonalizatoare {m = ( L ) ,vg = (1 )}

Deoarece C~tAC = D, unde C' = [vy,v5] = (_11 1), D = ((1) _01>, rezulta
A=CDC™! = At = C(Dt)C~1, deci

1 1\ /et 0 1 -1
_ QAL _ (o Dte—1 _ ) _
Xo =T =00 = (—1 1) (0 e—t> (1 1 )
_ifet+et —ette\ _ [ cht —sht
T 2\—et+et et+et ) \—sht cht )’

k1 9 . _ cht —sht .
ko € R®, obtinem X,y = kl( _cht ) +I€2< ch ¢ ) Acelagi

rezultat se obtine si sub forma combinatiilor liniare,
Xo = aeMly; + Bertvy = aet < 1_1 ) + Bet < 1 >,

de unde obtinem, pentru o = klg’”, 8= kl;kz rezultatul de sus.

N[

Pentru k& =

Pentru a afla solutia sistemului neomogen dat, aplicam metoda variatiei constan-
telor. Inlocuind in sistem Xp(t) = e - k(t), obtinem e4? - k/(t) = b(t), deci

foN At (At -1 __(cht sht t\ [ t-cht+sht
v === (51 ) ()= (1 ey )
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si prin urmare

o= (1) == - () ()= (0)

Rezulta solutia generala a sistemului,

X(t)Xo(t)+Xp(t)k1< o >+k2< o >+< ) >

{ x(t)=ky-cht—ky sht

. Folosind conditiile initiale, obtinem
y(t) = —ky-cht+ko-sht+t

{x(O)zl {k’lzl {x(t)zcht—&—shtzet
- =
1 ko= -1 y(t)=—sht—cht+t=t—e.

Metoda 3. Elimindm y din sistem. Derivam prima ecuatie gi scadem din ecuatia
rezultatd ecuatia a doua. Obtinem z” — x = 0. Ecuatia caracteristici asociati
72 —1 = 0 are ridacinile {41} cu quasipolinoamele asociate {e**}, deci solutia acestei
ecuatii este z(t) = ae’ + be t. Inlocuind in a doua ecuatie a sistemului, rezultd
y'(t) = 1 — (ae’ + be™?) = y(t) = t — ae’ + be*. Conditiile initiale z(0) = 1,
y(0) = —1 conduc la sistemul liniar

a+b=1 a=1 x(t) = e
4 =
—a+b=-1 b=0 y(t) =t—e'.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2009-2010

I. Ecuatia algebrica r3 4+ r? + 2r = 0 are solutiile 11 = 0,79 = 1,73 = —2,
de unde solutia ecuatiei omogene este §(x) = ¢1 + ¢ - €* +c3-e %, ¢1,¢9,c3 € R.
Pentru determinarea solutiei particulare, folosim metoda variatiei constantelor, astfel
cautam solutia y,(x) = c1(x) +ca2(x)-e* +c3(x)-e~ 7, unde functiile ¢;(z) se determina
rezolvand sistemul

ci'(z)e®+ o/ (w)e™ + 3/ (z)e™ =0
co' (z)e® — 3/ (z)e™2® =0
e (z)e® + 4es’(z)e 2 =In(e® + 1)

Obtinem

1 1 1
cs'(z) = 66” In(1+¢€%), e'(z)= ge_” In(e® +1) ¢'(z) = —gln(l +e%).
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Pe rand, rezulta

1 e*= 1 prin parti
es(x) :6/62mln(1+em)dﬂc zté/tln(t—I—l)dt S

26 , 6 1,
= In(t+1)—-(t—1)= B In(e +1)—1(e -1)7

co(z) = %/6_’” In(e® +1),dx = é/e‘“g(ln(e_“J +1)+ 1)dx =

= %/67m In(e ™ +1)dx + /xe*"’” dex =

1 —x —x —x 1 —x
:§(e T4+1—e"In(e™ +1))+§e (x +1),

=t 1 [In(t+1
a(e) =-3 /ln(l +ef)dn =" —5 / s
si dezvoltand in serie Taylor in jurul lui ¢ = 0 si apoi integrand, obtinem
_ 1 & (_1)n z-(n+1)
ale) =3 ;(nH)? c

Solutia ecuatiei diferentiale este

1 (—1)" 1
_ T —2x _ z(n+1) _ — 2z x _ 1)\2
y(z) = C1+ Cre” + Cse 5 E CF 1)26 1€ (e® — 1)+
n>0
1 v : 1—6e 2"
5(2 +z+e® —In(e™™+1))+ 7126

Impunénd conditiile Cauchy, se determina constantele C4, Cs, Cs.

+ In(e® 4+ 1).

II. Notam Re (f(z)) = u(z,y). Impunem conditia ca functia u(z,y) sa fie ar-

monicd. Daca t = zziy , din armonicitate obtinem " (t)t2 + " ()2t = 0, de unde

o(t) = . ! + s, Ci2 €R,
2 .2
f’(z):@—z%:cl(x y)—l chl 7
or 0y (2% —y?)? (z2 —y?)?
C -C
f(z) = ?21 = f(z) = ml +C5, C5€R,
C
f(z) = 71 +Cs, Cps€R.
eiz — g% 51

— = Z_  Notand e* = ¢
i(el® — e~1%) 3 ’

obtinem ecuatia 8¢* + 2 = 0 de unde ¢ = +%. Rezolvand ecuatiile ¢’ = £, obtinem
multimea solutiilor

IIT. a) Folosind formula Euler, avem tg (z) =

3
{g+2k7r+iln2‘ keZ}U{;—F%w—&-ian’ keZ}.
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b) Efectuiim substitutia e’ = 2. Integrala devine

1 2 2
2 Jiz=1 22(—322 + 10iz + 3)

Notém g(2) (2 + 1)° Pent 0 este pol de ordinul 11
otam g¢(z) = . Pentru z1 = 0 este pol de ordinu

g 22(—322 + 10iz + 3) G P ’
23 = 3 si z3 = 31 sunt poli de ordinul I. Folosind teorema reziduurilor, rezulta

I = mi(Rez(g,0) + Rez(g, %)). Dar Rez(g,0) = =3%, si Rez(g, %) = %, deci

(—10i | 8i 2 27
I=mi +o ) ==
9 2 9 9

IV. a) Dacd r < 1, atunci integrala se anuleaza (teorema fundamentald Cauchy).
2,z
e
Daca r = 1, folosind teorema semireziduurilor, obtinem I = 7i Rez ((W, 1).
P
Cum z =1 este pol de ordin n + 1, rezulta ca

22 e? 1 9 mduerie (M2 +n+1) €
I s (n) inductie
Rez ((z — 1)nt1’ 1) ~nl %Lml(z <) N n! '

m-i-(M?+n+1)-e

Deci I = ' . Daca r > 1, atunci folosim teorema reziduurilor si
n!
obtinem
2,z s (02
) z%e 2mi(n® +n+ 1)e
I =27iRez <(z—1)”+1’ ) = py .
] oo —+o0
b) Observam ca functia f(z) = LML ste para, deci/ f(x)dx = 1/ f(x)dx.
22+ a? 0 2/
Notam N N
1 > 1 e
J:f/ %sinxdz, I:f/ %cosxdaz.
2 )_ 5+a 2 )_ ¢+a
Calculam
, 1 [T g.et® 1 _ z-evF
I+ZJ:§/700 md$:§2ﬂ'l Z ReZ (22—{—@272k>'
2 — poli
Im (Zk) >0
Daca a > 0, atunci
. ) ze'* ) . ze'® e me” ¢
I +iJ =7iRez (m,az>fm-zlggiz+aifm- 5 = 1=0, J= 2
Daca a = 0, atunci
1 +oo iz 1 iz .
I+iJ:f/ C dr=>mi-Rez ([S—0)=" = [1=0, J=1I,
2 ) = 2 z 2 2
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2009-2010

I. a) Impunem conditia de armonicitate AF = 0. Obtinem F"(t)t+ F'(t) = 0, de
unde F(t) = 2c1v/t + ca, ¢1,co € R. Rezulta

F(t(z,y)) = 261\/m+ o, c1,c2 €R.

b) Prin calcul direct, obtinem

f/(z) _ %—Z@ C1 ( xz . 1) i C1 Yy
or Oy \/ /22 142 — Va2 4+ y? \/ /$2+y2_x\/x2+y2

C1

Pentru y = 0, avem f/(z) = (L) Cum z > 0 nu este posibil, rezulta
’ Viel—z \12[=1 - ’

x < 0, deci
f(z)= \/%(—2) = f(2) =2V2c;vV/—z+c3, c3 €R.
II. a) z = 2 este punct singular esential al functiei f, deci Rez(f,2) = c_1

(coeficientul seriei Laurent). Cum

fz) =lz-2)+2°- (1 e _12)1! + % _12)22! ot m - ) =

= [(z—2)* +6(z — 2)? + 12( — 2) + 8-

1 1 1 1
( +(z—2)1!+(z—2)22!+"'+(z—2)nn!+“')’

rezulta c_1 =

1+6+12+8_361
4r 3020 1 24
b) Rezolvare identicd cu subiectul 3) a) de la profilul electric.

t
IIL. Obtinem I = / _tele)
=22 2%(2% + 1)
25 4

dz. Pentru functia

tg 2z sin z
9(2) = =

22(22+1)  22(22+4+1)cos 2’
punctele singulare sunt z = 0 (pol de ordinul I) si solutiile ecuatiei cos z = 0.

cosz:0<:>%:Oel;tﬂ—i—l:o:t:ii.
e*=i=iz=Lni=1i(5+2kr) k€ Rdeunde z = 5 +2km, k € Z (poli de ordinul
Isi) z = 37” + 2km, k € Z (poli de ordinul I). Dar ne sunt necesare doar punctele
singulare aflate in interiorul elipsei, deci

L o tg 2 . otgz 1
1= 27”(R62(970)) - 27‘”;% 2(22 + 1) z—0 Zz 22 + 1 o
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IV. Avem
T cosT —a eir—, 1 2?2 —2az+1
J = x = — dz.
_» 1 —2acosx + a? 2i Jjy=1 2[~az? + z(a? + 1) — d
2% —2az+1 1

Functia g(z) = are trei puncte singulare: z; = 0,22 = ; si

z[—az? + z(a®? + 1) — a]
z3 = a. Impunem conditia a # 0. Cum |a| < 1, folosind teorema rezidurilor, avem

1, . 1 1
J = 2—2,2m (Rez(g,0) + Rez(g,a)) = (a + a> = 0.

T T

Daca a = 0, atunci J = cosxdx = sinx

—T

V. Folosim transformarea Laplace:

Rezulta ca
1 1 1 P 1
Cx :—:_74_ + _ ,
= T DD - p =D P4l Al

de unde x = —t+ %et + % cost— % sint. Analog, L[y] = % si descompunand
in fractii simple, determinam y.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2010-2011

I. Metoda I. Determinam valorile proprii ale matricei A. Din ecuatia caracteristica
det(A—A\I3) = 0, rezulté valorile proprii (cu multiplicitatile algebrice aferente) Ay = 1,
ma(A1) = 2 §1 Ao = —1, my(A2) = 1. Vectorii proprii ce formeazd baze in cele doua
subspatii proprii asociate acestor valori proprii sunt vy; = (1,0,1)%, v = (0,1,0)%;
va1 = (—=1,0,1)!. Deci solutia generali a sistemului diferential este

Y = Cy e%(1,0,1)" + Cy2e*(0,1,0)" + Cs e *(—1,0,1)", Cy,C,C3 € R.

Metoda 2. Folosim transformarea Laplace. Astfel,

Lly:'] = L[ys] y1(0) =a
Lly2'] = L[y2] , unde ¥2(0)=0b , a,b,ceR.
Llys'] = Lyi] y3(0) =c
Din ecuatia a doua rezultd Llys] = 1%, de unde yo = be*. Obtinem
{ pLy1] — a = Lys] { Llys] = 5%
=
PLIys] — ¢ = L[y1] Lly] = .
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Rezultd deci y3 = 5% - e” + “Ee ™, far y; = 45%e” + %5 7.

!/
Y1 = Y3
Metoda 3. Sistemul diferential poate fi scris sub forma ¢ y2' = y2 . Din ecuatia
ys' =y

a doua, rezulta % =1,decilny, =z +InCj = yy = C7 -€*. Prima i a treia ecuatie
conduc la y3” = y3 < y3” —y3 = 0. Ecuatia algebrica asociats 2 — 1 = 0 are ca
radacini r; = 1 gl 7o = —1, de unde y3 = Coe® + C3e™*. Atunci

Y1 =ys' = Cre” —C3e™", Co,C3 € R
II. a) Derivim ecuatia in raport cu . Obtinem

2z
241

2:Ey//+(x2+1)y///_2y/_2xyl/+2y/ :2x<:> (.T2+1)y/// :2x<:>y/// —

Integrand, obtinem y” = In(z? + 1) + C1, C; € R care conduce la
Yy = xln(x2 +1) — 2z +2arctg x + C1z + Co, Cy € R,

si deci, in final,

2_1 32 2
x ~ln(q:2—|—1)—%—&—Q:Carctgx—l—cl%—&—Cg-x—l—Cg.

y:

Verificand ecuatia initiala, rezulta C7 + C3 =1, de unde C3 = 1 — C;. Prin urmare

2_1 32 2
y:$2 ~ln(x2—|—1)—926+2xarctgx+1+01<x2—1)+Cg-x.

b) Ecuatia z2y” + 2y’ + Ay = 0 este de tip Euler. Folosind substitutia
y(z) = z(lnz), obtinem 2”’(Inx) + Az(lnz) = 0. Notand Inz = ¢, obtinem ecuatia
diferentiala de ordinul 2, cu coeficienti constanti, liniard si omogena 2z (¢)+Az(t) = 0.
Rezolvarea ecuatiei algebrice 2 + A = 0 conduce la cazurile: A < 0, A = 0, A > 0.
Examinam aceste cazuri.

Cazul L A < 0= 1% =—-\=ryo=+v-\ deci
2(t) = CreV M 4 Che VA Oy, Cy € R.

Rezultda y(z) = CizV=" + Cox=V~=", C1,Cy € R. Impunand conditiile initiale,
obtinem Cy; = Cy = 0.

Cazul II. A = 0 = r = 0, deci 2(t) = Cy + Cat, C1,C2 € R de unde obtinem
y(z) = Cy + CyIn(x), Cy,Cy € R. Impunénd conditiile initiale, rezultda C; = Cy = 0.

Cazul ITII. A > 0 = 72 = =\ = 12 = £iV/\, deci
2(t) = C4 cos(\/Xt) + Co sin(\/Xt), C1,Cy € R,

de unde obtinem y(z) = Cy cos(vAlnz) + Cysin(vAlnz), Cp,Cy € R. Impunand
conditiile initiale, rezulta sistemul

Ci1=0 C1=0
Cy cos(VA) + Casin(v/A) = 0 < Cy sin(v/A) = 0.



257

Daci A € {k?7? |k € Z}, atunci Cy nu este neaparat nuli, deci solutia astfel determi-
natd nu este identic nuld pe intervalul (0, co).
II1. Avem I = / M
I':|z|2—2Re 2=0 (Z - 1)2
cercul de centru (1,0) si razd 1. Fie f(z) = % Se observa cd zp = 1 este
singurul punct singular i este punct singular esential. Din teorema reziduurilor,
rezultd I = 2mi - Rez (f,1). Atunci

dz. Drumul T : |22 — 2Re 2z = 0 este

) = (z—1+1)3_€1+ﬁ: (z—1)3+3(z—1)2+3(z—1)—|—1'e.ezil
(=12 (=12

=€ |:(Z - 1) +3+3 : Til + (2711)2:| . (1 + 1!(2171) + 21(2171)2 + ...) 5

deci Rez (f,1) =e (g + & +3) = 13¢ si I = 13ime.

27 27 :
. Fiet, - [ cosTeos(nT) o g, = / CosTSI(T) 4 ) e N, Caleulsm
o 13—12cosx o 13—12cosz
™ cosa - ein® )
I, +iJ, = / ——— dx, n € N. Folosind substitutia ¢** = z, obtinem
o 13—12cosz

) (22 + 1)zt 1
I, +1iJ, = / - dz = — g(2)dz.
|z|=1 22(132’ — 622 — 6) 21 |z]=1
2 1 n—1
Functia g(z) = % are: 1) doud puncte singulare: z; = %722 =
z— 622 —
n > 1; 2) trei puncte singulare z; = %, 2o = %, z3 =0, dacan = 0.
Cazul 1) Daca n > 1, atunci

, 1 ‘ 2 2 13 /2\""
In+an—2—Z_~2m-Rez <g73)—7TRez (g,3>—45-<3> -

Cazul 2) Dacd n = 0, atunci

1 2 13 1 4
Iy +iJy = % 2mi [Rez (g, 3) + Rez (g,())} =7 < — ) -7

3 v
35, daca

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2010-2011

I. Functiile u(z,y) si v(x,y) trebuie sa fie armonice. Obtinem
ou ov ., ot _ Y
et =) o =F 1) (-%), (31)

a2
u o ot 1

=P g =F 01, (32)
u 0% 2 2
gt T o =0 G PO
Pu_ P _
oy?  Oy?

x3’
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Dar Au =0 si Av =0, deci suma expresiilor (33) si (34) este nuld. Rezulta deci
1

2
Y 2y
i F"(t) (x2 + 1) + F'(t) - 5 =0= F')(t* + 1)+ F'(t) -2t =0.

Integrand, rezultd In F'(t) = —In(t?* + 1) + In Cy, C; € R, deci

= F(t):C’larctgt+C’2, Cy e R.
Scazand din (31) expresia (32) inmultitd cu i, rezulta

Ox 8y+%_287y_x2+y2

Ou Ou v v C12? < y .1>
i— ).

Dar Gt _Za = f'(z) §i g—z +i9Y = f/(z), deci f'(z) —if'(2) = gfz? (—% —il).

Pentru y = 0, avem f'(z)(1—i) = Cy (=) = f'(z) = ;(10_1:) 6;3, unde C3 = %
Atunci f(z) = Cslnz + Cy, deci f(z) = C3Ln z + Cy.
II. a) Avem f(z) = (2 — 34 3)% - e/ (*=3) | deci
f()=1[(z=3)%+9(z—3)>+27(2 = 3) +27] - |1+ ! + ! +...
Mz—-3)  2!(z—3)2 ’
de unde rezultd Rez (f,3) = & + 3 + 3 + 21—5 :_i%. |
b) Folosind formula lui Euler sinz = “=5%—  gi substitutia e¢'* = ¢, obtinem

t2 44t —1 =0, de unde t; = _4%2\/5 = —2+5 ity = -2 —+/5. De asemenea,
e”* = —24+/5 implicd iz = Ln (—2++/5) = In|—2++/5|+i-km, k € Z. Considerand
ramura principala, rezultd z = —iln| — 2 £ +/5|.

III. Ecuatia 922 + 25y% = 225 descrie o elipsi de ecuatie % + 99—2 = 1. Punctele
singulare ale functiei f(z) = 222‘;_7_4) sunt z; = 0, 29 = 2i, z3 = —2i. Folosind teorema
reziduurilor, rezulta ca I = 2mwi(Rez (f,0) + Rez (f,2i) + Rez (f, —2¢)). Cum toate

punctele singulare sunt poli de ordinul 1, rezulta

I —ori 1 sin z 1 g sin z 4 on sin z
T T T T 2 2i) o 220 — )

(1 sin(2i) = sin(—21) o, eF—e
=9 _ =2 s+ .
™ (4 LT T: it T

2m :

IV. Consideram integrala J, = / Mda:, a > 0,b > 0,z € N.
o b—tacosx
27 etne

Calculand I, + iJ,, obtinem / —©  dr. Folosim substitutia e = z si

b—iacosz
z2" . o .
rezulty I, + iJ, = i/z_1 mdz. Fie g(z) = ST Leuatia

—iaz® +2zb—ia = 0 are discriminantul A = 4(a? + b?), si radicinile z; = =0H/atb

§l 2o = —b=vaiib? W, care sunt sunt puncte singulare ale lui g. Cum a > 0,b > 0,
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rezultd ca |21| < 1 si |22| > 1, deci I,, +iJ, = 2 - 27i - Rez (g,21). Cum 21 este pol
de ordinul I, avem

—b+ a2+b2 "
o & —w ) (evaETRy
Rez (g,21) = lim — = = = .
2oz —ia(z — 2z2) —ia(z1 — 22) Cig . 2V in - am™ - 2va? + b2
Atunci
Lo +id, =4r <— o +b2)”> _ (b val BT
e in-an - 2v/a? + b2 in-an - 2v/a? + 0%
28" (—b + v/aZ ¥ b2)" 2m (cosg+isin g) (=b+Vaz+b?)"
B anva? + b2 B anva? + b2
2m (cos 5 4 isin %) (=b+ Va%+b2)"
- P e ’
27 cos 5 (—b + Va? + b?)"
de unde I,, = .

am”A /a2 + b2
V. Metoda 1. Rezolvam ecuatia omogena atagata. Din ecuatia algebrica asociata
r24+4 = 0, rezultd, r; = 2 si r9 = —2i, de unde solutia ecuatiei omogene este
Yom = C1 - cos(2t) + Cysin(2t), C1,Cy € R. Cautam o solutie particulard de forma
yp = C1(t) cos(2t) + Co(t) sin(2t) folosind metoda variatiei constantelor. Obtinem
C4'(t) cos(2t) + Co'(t) sin(2t) = 0
—2C"(t) sin(2t) 4+ 2C5'(t) cos(2t) = 4(cos(2t) — sin(2t))

sistem liniar care se rezolva In raport cu Cq 2(t) si apoi se integreaza
Co/(t) = 2 cos?(2t) — sin(4t) Cy(t) = t 4 Snlt)feos(dt)
:> i 3
Cy/(t) = 2sin®(2t) — sin(4t) C(t) = t + st sin@h)
de unde rezulta

Yy = tcos 2t + tsin 2t + cos(4t) cos(2t) —sin(4t) cos(2t)2—sin(4t) sin(2t)+cos(4t) sin(2t)

= tcos 2t + ¢ sin 2¢ + SA2IIEIZA) oo 9f 4 fin 2f 4 Cos2sin2t,

Solutia generald este y = yom + yp. Impunand conditiile initiale, obtinem sistemul
Cl + i — 1 _ 3 . _ 3

{ 202+1+%:3 , deunde Cp = ¥ i Co = 4.
Metoda 2. Se foloseste transformarea Laplace.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profilele electric i mecanic, 2011-2012

I. a) Impunem conditia Ay = 0. Obtinem 9¢” (t)(2%+y?)? = 0, de unde ¢ (t) = 0
si p(t) = at + b, a,b constante reale.
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b) f'(z) = 9% — ig—Z:a(SxQ — 3y?) + 6aizy, de unde f’(z) = 3ax?, si deci rezulta
f(2) = az® + ¢, unde c este o constantd complexa.

II. a) Avem A _Z_ﬂ-—i_ﬂ- :(Z._W)+7T, deci
sinz sin(z—w+7w) —sin(z —7)
z (z—7m)+m 1
— = 5 - =c_3 +etealz—m)+...,
sinz ;) (1 _ (z;r) i (Z;T) 7) z—T
de unde c_1 = —mw gi ¢g = —1.

b) Ecuatia sin z = 0 are solutiile z = km, k € Z, dar in interiorul drumului cerut
se afld doar 7. Cum anterior am obtinut dezvoltarea in serie Laurent a functiei in
jurul lui 7, rezultd cd integrala este egald cu 27i Rez (g, m)=2mic_,=—272i.

2
I1I. Calculdm I = / (1 —cost)™ e dt. Facand schimbarea de variabila e = z,
0

integrala devine

2 n 2
2541 n dz 1 (2z -z —1)" 1 . n (="
/\4:1 ( 22 ) Tz T i )L z = gy 2 =

Integrala ceruta este partea imaginara a lui I, deci 0.

IV. Obtinem, folosind fie metoda valorilor proprii, fie metoda transformarii Laplace,
y =2sint — 2tcost i * = tsint —tcost + sint.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2012-2013

I. Apare discutia dupd R. Daca R < 1, integrala este 0 (Teorema fundamentald
Cauchy). Dacd R > 1, I = 2miRez (f,1). Cum z = 1 este punct singular esential,
aflam dezvoltarea in serie Laurent a functiei in jurul acestui punct. Astfel,

—14+1 1
(z —1)212 cos (Z ol ) = (2 — 1)?12cos (Z 4+ I >

z—1 421

— g(z— 1)2012 (COS (Zzil> sin <12i1)>

T 2n T 2n+1
:g(z_1)2012 Z(_l)n( ( /4) )' _Z(_l)n( ( /4) i 7

—1)2 — 1)2n+1 |
= z—1)2"(2n = z—1)2n+1(2n + 1)!

2013
de unde Rez (f,1) = ¢ = —¥2 (%) sor 811 =

II. a) Din conditia de armonicitate rezultd a = b.

Z'ﬂ.2014\@
4201390131
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b) Notam cu t(z,y) = 2% —y?. Impunand conditia A Re f = 0, obtinem ¢ (t) = 0,
de unde ¢(t) = At + B, A,B E R. Se obtine f(z) = aze* + Az?> + C, C € C. Atunci
7 1 [T x(cos2z +1)

N 2/,00 x2 — 6z + 13

1 [t x 1 [T  zcos2z
I == T 4 I == __reosar
! 2/_00 22 —6z+13°0 2 2/_90 22— 6041377
III. Avem

2% — 6+ 6 1 2 6e+13
11_11m/ 2= 640 11m1n(€6+>+

dx=1I, + I, unde

e—o0 4 22— 6z + 13 de—soo €2 +6e+13
+3 lim | arct e-3 arct =3 0+3 <7r+7r) ST
— 11 — — — | = — ) = —.
450 &\ 2 S\ 2 1\272) 7
o0 re2iT
Pentru calculul integralei I, consideram integrala J = / — 5 dx. Pentru
oo X2 —06x+13
24z
fz) = L, punctele singulare sunt 3427, poli de ordinul 1. Cum doar 3+2
22 — 62+ 13 319
este in semiplanul superior si Rez (f,342i) = %66“4, rezulta J = g(3+2i)e6 B
i

1
Dar I = iRe(J), deci I, = %6_4(30086 — 2sin6).

IV. a) Valorile proprii sunt Ay = Ay = 0, A3 = 14, iar vectorii proprii core-
spunzatori acestora sunt v; = (3,0,2)%, vo = (0,3,1), respectiv v3 = (2,1,—3)".
Solutia generala este

Y1 (t) =3C1 + 203614t, ya(t) = 3Cy + 03614t, yg(t) =2C1 + Cs — 303614t

b) sinz = 5C + 4C = 10, de unde z € {In(10 £ 3v/11) +i(% + 2kn) | k € Z}.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2012-2013

I. A se vedea problema I de la profilul electric.

II. a) Din conditia de armonicitate rezulta a = b.

b) Obtinem f(z) = aze® + ¢, unde ¢ este o constantd complexa.
+oo

zsin(5x) oo geite
III. Se cere ﬁd‘r Calculam J = ———————dx. Pentru
oo T+ 222 +1 oo TP+ 222 41
£(2) 2’3 | este si 1 punct singular aflat i iplanul i
2) = —————— z = i este singurul punct singular aflat in semiplanul superior
pea v gurul p g p p

si este pol de ordin doi. Avem Rez (f,i) = £1_>ml (m) = %. Integrala

e

w3

J =2miRez (f,4), iar I = Im(J) =

|3,
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IV. Valorile proprii sunt \; = —2, Ay = 2, A3 = —1, iar vectorii proprii core-
spunzatori acestora sunt vy = (1,—1,0)%, vy = (1,1,2)!, respectiv vg = (—1,—1,1)".
Atunci solutia generald a sistemului este Y (t) = Cie vy + Coe?lvy + Czetvs.

Impunénd conditiile initiale, se determina constantele C;, i = 1, 3.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil electric, 2013-2014

I. Ecuatia 23 sin z = 0 are solutiile z = kr, k € Z. In interiorul drumului |z| = 7
se afla z = 0, care este pol de ordin 4, z = +7 si z = +27, care sunt poli de ordin 1.
Avem

. 1 1 . Z—T
Rez (fm) = lm(e—m) g~ w M e s
— 1 lim zZ—T 1
™ zow —sin(z — ) 3
Analog, Rez (f,—m) = %, Rez (f,2n) = 5 iar Rez (f,—2m) = # Pentru
aflarea reziduului in 0, aflam dezvoltarea in serie Laurent a functiei in jurul lui 0.
Astfel, = Slinz = z12 — = %(ao + a1z + asz® + az2® + o).
Bz (l-F+%5—-..) *

Obtinem ag =1, a1 =0, a2 — 5} =0 = az = ag—%—}:agzo,m—%:m:%,

1
! 6’
etc. Deci Rez (f,0) = ag = 0. Integrala este 0.
II. a) Din AF = 0, rezultd a — b+ (b*> — a?) cos(ax) sh (by) = 0, ¥(z,y) € R?, de
unde a = b.
b) Cum wu, v sunt functii armonice, 3u + 5v este tot o functie armonica, deci a = b.
39u 4 50v _ OF
ox ox ox
ou ov _ OF
35, T 55, = 5y

ou ou __ OF

Derivand in raport cu x si y, obtinem sistemul {

ox
Folosind relatiile Cauchy-Riemann, sistemul este echivalent cu
g3%u | 5Ou _ OF
oy ox oy’
9 32 4+ 59 9 39E _ 59F P 9
de unde a—z = % 8—; = %. Atunci f'(z) = 8—1; fia—z, iar

6ax + bacosar . 3axcosaxr — 10ax
= —1
34 34
2

ax . sinax

2
Deoarece f(0) = 0, rezulta f(z) = %(3 + 5i) +

pentru y = 0, obtinem f’(x) si

f(x) (5 — 3i) +C.

sinaz

34

(5 — 3i).

III. Calculam

0 etk eikz etkz ! T _k
Jp = /_Oo mdz = 2mi Rez ((224_1)27@) = 27”%% ((z+z)2> =3¢ (k+1).




263

Atunci

*  coskx T
I frd B —— frd = — —k 1 frd 1 .
F /_oo (1’2 + 1)2 de Re(Jk) 2 € (k + )’ & e

T n n+1 1 xn+2 ’
A i T —k I - —
Dec1nl;n;o11+12+...ln—nlin;o2;e (k+1). Dar (I;)a:> = ( . ),

n+1
_ 2 n+1 1— 1— n+2
sau, echivalent, Z kxt 1 = (n+2)a"" z)+ z . Inlocuind z = ¢! si
(1—2)?

k=1
n 1
punand n — oo, obtinem nliﬁn;};@fk(k +1) = m'

IV. Metoda cea mai usoara de rezovare a sistemului este aplicarea transformarii
Laplace. Sistemul devine

(0= 5)Llal) + L) = 2
(0 = 3)Lll(p) = Ll 0) = 57
de unde L[y|(p) = m, iar y(t) = z55(—75cost—40sin ¢+ 75e** — 51te’)

si

1
z(t) = y'(t) — 3y(t) — cost = @(195 sint — 104 cost + 24e*t — 51tett).

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul 11, profil mecanic, 2013-2014

I. Integrala este 0. (a se vedea solutia problemei I, profil electric, faza locala,
2013-2014).

II. a) Din AF =0, rezultd a = b.

b) Cum u, v sunt functii armonice, 5u + 3v este tot o functie armonica, deci a = b.
5ou + 39v _ OF
. A N . . . ox ox — Oz
Derivand in raport cu x si y, obtinem sistemul
5ou | gdv _ OF
Oy Oy oy *

ou ou _ OF
{ 55z =38y = oz

Folosind relatiile Cauchy-Riemann, sistemul este echivalent cu
53u 4 30u _ oF
Y y’

ox

OF
oF il

de unde rezulti — = M gu _ M Atunci f'(z) = gu _ 2%

or 34 oy 34 ' Oz ox’

10ax 6ax ax?
. B . b Gax _ ax” , .

iar pentru y = 0, ob‘gmenzl fl(z) = 51 + i 31 flx) 3 (54 3i)) + C si cum

£(0) =0, avern f(2) = (5 + 3i).

34
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III. Calculam

00 x2eiw 2261'2
J =] T g =92miRes [ 342
/w(x2—6x+13)2 v emaner <(z2—6z+13)2’ + Z)

ot (2 ) LB T ~2(24i + 23)(cos 3 + i sin 3)
= 2mi lim Gos+a22) " mi—o—e = 1g¢ i cos isin 3),
-2
16

IV. A se vedea solutia problemei IV, profil electric, faza locala, 2013-2014.

de unde integrala cerutd este Re(J) =

(23 cos 3 — 245sin 3).

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza locala, anul II, profil mecanic, 2019-2020

I. a) Discriminantul este A = b? — dac = (cos 0y + isin 6,)%(|a| — |c])?, deci

—b£ VA _ [=(la| +e]) & (la] = |e])] - [c0s(6 — 0a) + isin(0) — 0a)]

2= 2a 2|al
Atunci z; = —[cos(0p — 0,) + isin(fy — 0,)] = |z1] = 1.
b) Folosind [b] = 2, arga = 0, argc = 7, rezulta argb = 5. Atunci b = 27 si
1
e@?

f(z) =2242z—1=(2+i)?si I = /|z+i1 mdz7 cu punctele singulare
z1 =0, 20 = —i. Notdand D = {z € C | |z +i| < 1}, avem: (i) 0 € Fr (D) este pol de
ordinul 1; (ii) —i € D este punct esential. Rezultd I = wiRez (f,0) + 27i Rez (f, —i).
Dar Rez (f,0) = —e ! si

1 1 1
f) = LT
(=492

N

! 1 1 1
- ((z+i)2+1!(z+i)4+2!(z+i)6+”') i) i

. 1 N 1 N 1 N 1+Z+i+(z+i)2+
(z414)2  U(z+1)*  2(z+1)8 i i2 ’

pentru |z + i| < 1. Atunci

o i1 1 1 (5 . el
-1 =1 W—Fﬁ—’—w“r = 1 + 91 + 31 +-.--=e2 —1=c¢€ — 1.

Prin urmare Rez (f, —i) = e~ — 1, iar I = mi(e™! — 2).
II. Integrala se rescrie

T cos(2nx) /Tr sin(2nx)
I= ———d ———d
/_,r (5+ 3sinx)? v _r (5+3sinx)? o

11 12



Atunci, notand e'* = z, rezulta

s 2nix
h+%:/ <

——d
_» (5+3sinz)?

22n+1

unde f(z) = (322 + 10iz — 3)

5 Atunci

(=1)"*+t . (8n +5)
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4

T = ~3 /|z|=1 f(2)dz,

7(—1)"(8n + 5)

A .
Il+412::—g-Ihﬂ(f7_%)::_8ﬁ.

In concluzie, avem I; = Re(I; +ils) = m(

32n+2.4.64

—1)"(8n+5

32 32n+2

) ¢i Iy =0,iar [ = I) + il = 1.

IIT1. Egalitatea din enunt se rescrie y - U(x,y) = © - v(z,y). Derivand de doua ori

dupa «x si de doua ori dupa y, obtinem

Oy 0x2  Oy?

ou 9%u  O%u ov 0%v 0%
2o g T ) =25, T + .

9a2 " 9y?

Dar f este olomorfa, deci u i v sunt functii armonice i avem

u_ov
oy  Ox’
Au loc relatiile Cauchy-Riemann:
ou_ov
or Oy
ou_ o
oy  Ox’

(%)

(x1)

(x2)

Din (*) gi (*1) rezulta g—z =0, deci u = C +®(x), C1 € R gi deci v = £(C; + O(x)).

Din (*1) obtinem ®'(x) = Cl%@(aj), deci

x®' (z) — ®(z) = Oy,

care prin impartire la 22 conduce la

2 2 x

a@w—w@_a:(ﬂw)

- g N ‘I’(Jﬁ) —01
2 x

+ Cy,

deci ®(z) = -C1+Cq -z, co € Rsiu(z,y) =Co -z, v(x,y) =Co-ysi f(2) =Ca- 2.
IV. a) Avem (L[0(t)](p))" = C - L[t®](p), deci (%)” = 2—9, de unde n = 9 si

1
=4

b) Aplicind transformarea Laplace ecuatiei, obtinem

1 1

Llyl(p) = - +

p—1 p*p—1)%

—L[e"](p) + —

pp—1)%
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pt
ﬁ, ¢ > 0. Atunci Rez (G,0) = t+2si Rez (G, 1) = e'(t — 2).
p=p—
1
Prin urmare =12 =L[t+2+ e (t—2)](p) sideciy=et(t—3)+t+2,t>0.
p=p—

Notam G(p) =

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2002-2003

14 a2
R>1,r <1 (vezi Fig. 6).

* (Inx)? .
1.1 = dz. Consideram conturul v = yg U [-R, —r] U (=) U [r, R],
0

Figura 6.

(In z)2
1422 °

Fie g(z) = Pentru functia In z (functie complexd multiforma) consideram

ramura Inz = In|z|+i-argz, 0 < arg z < 7, gi avem /g(z) dz = 27i Rez (g, ). Dar
v

/79(2) dz = LR g(z)dz + /_: WQ(Z) dx — —/ g9(z)dz + /TR (llr;xx)j dz.

"

Trecand la limitd (r — 0, R — o0) obtinem

O (In|z| +im)?

a2 dr—

2miRez (g,4) = lim 9(2) dz++/
B8 ) m oo

o0 2
— lim g9(2) dz—|—/ (nz) dx.
0

AT 1+2%

- z . . B
Din lli% 52— A= 0, rezulta ngnoo . g(2)dz =0, }13%) [YT g9(z)dz =0,
0 : )2 0 2
1 1
deci egalitatea devine /700 %7—;;70 dx +/0 (1122 dx = 2mwiRez (g,1), care

se rescrie ( e (In 2)?
*® (Inzx + im > (Inx ) )
/0 T dx + /0 T2 dx = 2miRez (g,1) (35)
1 2 2
Dar Rez (g,i) = il_)ﬂll(z — i) - G _( ?)2 ) = 872T' , deci inlocuind membrul drept si

dezvoltand péatratul in prima integrala, (35) devine

* (Inx)? 2/00 1 ,/OO Inz 3
2 dx — ——d 2 ——dr=——
/0 1122 T —T - T + 271 . T4 € 1
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de unde rezulta
oo 1 2 oo 1
/ (In2) dx—7r2/ dsc—— / =0.
o 1+a? R 1+ :L'2

) (1 2 3 3
= E, rezulta 2/ (nx)2 de = = — 17 deci
. 2 o l+a 2 4

< 1
Cum / de = arctg x
/ (lngc)2 w3
dr = —
o 1+a? 8"

1, O0<z<A A
II1. a) Avem/ |dac—/ dr = X € R, deci
T > A\ 0

f € LY((0,4+),C) si dec1 f admite transformatd Fourier prin cosinus. Analog se
procedeaza si pentru functia g.

b) Transformatele Fourier directa si inversa prin cosinus sunt date respectiv de

formulele
- ﬂ /O " fa)cos(en)dz, () = \/f /0 " Ru(€) cos(éx) e,

| t@atrs =2 [iata) [ Fue) costen) de) d
— 2[R gt coster do) .
Dar G, \f / ) cos(Ex) der, deci /0 ~ () cos(€x) dv = \/zac(g); deci in

o0

final ob‘gmem/o f(z)g(x)de = ; F.(§)G. (&) d¢.

A .
c) Avem F,.(§) = \/g/o cos(€x)dz = \/zsm(g)\é) si G() = \/Ebm(us) de

1, 0<z<min(\, p)
asemenea observam ca f(x)-g(z) = . Utilizdnd rezultatul
0, x> min(\,pu)

deci

de la punctul b), avem

TZF/OOO w dt = /000 f(z)g(x) demin(A, p) <

ﬁ/ SO0 S gy — T smin(a, ).
0

2 . .. .. . . .
IV.a) f(z) = 50 arars —1 < a < 1. Coeficientii seriei Fourier trigonometrice

a functiei f sunt dati de:

2
. acosxr —a ;
an + ibn / f2)e™ da _7/ _AEEE T8 e gy =
—T —Tr

1 —2acosz + a?

-z — = — dz.
=1 1 — 2acos Z;Zrl +q? iz 27 J =1 —az? +2(a? +1) —a

_ 7/ aijl —a? n dz _ a (2% —2za+1)z"71
|z
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Pentru n > 1, fie

(22 =2za41)z" "1,
9() = e

polii functiei g sunt z; = 2, 25 = a. Dar a € (—1,1), deci 20 = a € Int(|z] = 1),
21 = 1 € Ext(|z| = 1); rezulta

(22 — 2za + 1)z 1

R ya) = 1i =
ez (g,a) lim “a= 1) a

21

si deci / g(2)dz = 2mi - a" . Rezulta a, + ib, = 5% - 2mi - "' = a”, deci
|z|=1
an =a” ¢ b, =0 pentru n > 1.

Pentru n = 0 se observa ca functia

22— za
We) = i1t
1

are polii z; =0, 22 = % si 23 = a (pol de ordinul 1), iar 1 € Ext(|z| = 1); obtinem

22 —2za+1 1

Rez (h,0) = li S

ez (h,0) zg}z—az2+z(a2+1)—a a
22 1 1—a? 1
Rez (h,a) = lim z ZCH; = @ _ -,
e —az(z— <) —a(e*—1) a

1 1 N
rezulta / h(z)dz = 2mi (— + ) =0= ag+ibyp = 0= ag = 0. In final
j21=1 a a

obtinem f(z) = Z a" cos(nx).
n>1

1
b) Aplicam formula Parseval: %4 + Z(ai +02) == / f?(x) dz, care se rescrie
™

n>1 -
Za%*l/7r a? cosT—a de (36)
Cn ) 1 —2acosx + a2 '
n>1
Dar pentru a € (—1,1) avem Z(aQ)" = Z(ag)" -1= S 1= i deci
7 n>1 n>0 1—a? 1-a?’

inlocuind in membrul stang din (36) rezulta:

a? a? /” cosT —a 2d :>/7T CcoST —a 2 7r
= — 9 - .
1—a?2 7w J_,.\1—2acosz+ a? _» \1—2acosx + a? 1—a?

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2002-2003
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I. 1) Impunem conditia ca v(x,y) si fie armonica

v , ot , x  Ov , ot , y? — a2
D) = = ()22 = () — = o (4) - .
0%v z\? 1 0% y? —x? 222
92 ¢(t) -4 <y) +¢'(t)-2: v o ¢ (t) - ( " ) +¢'(t) - PR
unde t = £ Zyz. Atunci
2 ,2)2 24 .2
+
Av=0 & ¢"(1) (@ +4y) 2.(96 3y).¢’(t):0
Yy Y
24,2
T )+ 200 = 0
Y
e't) 2
St-P"t)+20 () =0& - _Z
¢0)+2 ) =00 Sl - 2
deci In(¢'(t)) = —2In(t) + InC; = In(¢'(t)) = In (%) = ¢'(t) = %, si deci
p(t) = =St + Cy. Daca p(t) # — + Cy, C1,C> € R, atunci v(z,y) nu este
armonica, deci nu se poate construi f. Daca ¢(t) = f% + Cs, atunci
Cry , ov  Ov y? —x? _ 2xy
=——=+Cy = =—+i—=0C - —5——5+i-C1- —5—5;
v(z,y) g +Cy = f'(2) 9y +ig U 2 T e +1-Cy @+ 2
Pentru y = 0, avem f'(x) = —% = f(z) = % + C3; inlocuind z cu z, obtinem
flz) =< +Cs.
1/z

b) Pentru a calcula integrala I = / ﬁdz, unde v : |z|=r,r>0,r#1
0% —Z

1/= ¢ v v .
c Se observa ca f are doua puncte singulare:

(vezi Fig. 3); notam f(z) = e
z = 0 (punct esential) si z = 1 (pol de ordin 2). Avem Rez (f,0) = c_; din
dezvoltarea in serie Laurent a lui f in jurul lui 0. Observam ca functia f se rescrie

/
flz) = el/. (1fz)2 =el/%. (i) , deci

1 1 1 2 n—1
f(z) = <1+z-1!+z2-2!+"'+zn-n!+”')(1+2z+3Z ot )

pentru |z| < 1; atunci rezulta
1 2 3 n L 1
deci Rez (f,0) = e. Pe de alta parte,
1/z 1
Rez (f,1) = lim l(z—1)2- < 2]zlimel/z(—2>:—e.

z—1 (1 _ Z) z—1

C_1 = €,

Pentru raza cercului v, apare discutia:
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a) dacd r < 1= I =2mi- Rez (f,0) = 2wie;
b) daca r > 1 =TI =2mi-(Rez (f,0) + Rez (f,1)) = 0.

II. Avem r € [0,1); f(0) = 2(1_;;75:94”2). Ca sa determinam coeficientii a,, si by,

™
al seriei trigonometrice Fourier, calculam a, + ib, = % f(9) - ¢ df; obtinem
—T

1 i 1— 72 ) 1—p2 [T eint
n +ib, = — —  _.eMigh = de.
On +1 27r/ 1—2rcosf + r? € 2w /ﬂ172rcos6‘+r2

—T —

o . . 1w ; . 2 . . o
Efectudm schimbarea de variabild e? = z, (deci cosf = % sidf = ‘j—j) i rezulta

b 1—7"2/ z" dz 1—1"2/ z" d
Gn+ib, = — = -dz
men 21 Jiy=1 1—2r- 22271‘1 42 iz 210 Jiz)=1 2 — r(z24+1)+1r2z

Fie g(z) = W Punctele singulare ale functiei g sunt z; = r i 25 = %, dar
cum r € [0,1), rezultd ci z; € Int (), iar 2o € Ext (7); z1 este pol de ordinul unu,
deci

n n n

z r r
Rez (g,7) = lim (z — ) - = = .

(9,7) Zﬂr( ) —r(z—r)(z—%) —r(r—%) 1—1r2
Atunci a,, + ib, = 2mi - 12_7:1.2 . 117;2 =r", de unde a,, = r" gi b, = 0. Pentru n = 0,
rezulta ag = 1, de unde obtinem dezvoltarea in serie trigonometrica Fourier a functiei

£ @) =3+ " cos(nh).
n=1

~ +OO .
IIT1. a) Folosim definitia transformatei Fourier f(A) = / f(z) - e**de de unde

— 00

rezultd f.(\) = / f(@) - cos (A\x) dx. Pentru f(z) = m, avem
0

| 1t 1
fe(N) :/0 m - cos(Ax)dx = ilm m - cos(Ax)dzx,

unde s-a folosit paritatea integrandului. Notim f.(\) = I1, si construim integrala

+oo
1
definitd improprie I = 1 / [CCEE sin(Az)dz. Atunci
oo (@

14—'1—1/+OQ 1 iz g
1 Z2—2 . ((E2+4)2 & Z.

Fie v : yvg U[-R,R]; R > 2 (vezi Fig. 3). Fie g(z) = m % Atunci, din

teorema reziduurilor, obtinem /g(z)dz = 2mi - Rez (g,2i). Dar
v

L o(2)dz = L () / * (@) = 2ri - Res (g.2). (37)

—-R
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Din lema lui Jordan, avem Rlim / g(z)dz = 0, deci relatia (37) conduce pentru
7 Jyr

+oo
R — oo la egalitatea / g(x)dx = 2mi - Rez (g,2i). Dar z = 2i este pol de ordin
—0o0
doi, deci
Az 4 iz (g _ —
Rez (g,2i) = lim |:(z—2i)2 PR A —— } =l 2222 o D HL
25521 (z — 20)* (z + 20)2 2524 (z + 21) 321

Atunci

. 1 . _ox 22 +1 w(2A+1)
I1+212=§-27m-e 39 = 30 02

de unde rezultd f.(\) = I, = Wg)‘;f)

%) too -
b) Obtinem 4.(3) = [ g O = / %

+oo in(\ +oo by
Notam Jy = /_OO Md;ﬁ §i construim J; = /_Oo de. Calculam
+oo
. T AT
J1+ZJ2/OO(LI}2—|-4)2.€ dz.

Fie h(z) = m -e"* . Printr-o constructie similara cu cea de la punctul a), obtinem

J1 +iJe = 2mi - Rez (h,2i). Cum z = 2i este pol de ordinul doi pentru h(z), avem

Z@D\z 4
. . N2
ReZ (h, 27/) = z].l_}[lel |:(Z 27,) m
e (PN —z—2 24+ 2i) e P
= lim . =
2524 (z +24)3 8
Rezulta J; +iJo = 2mi- 22" = X deunde Jo = 5% si deci §s(\) = - = 2

IV. Aplicadm transformarea Laplace ecuatiei integrale. Notand L]p] = L[p(t)](p),
avem

£lo(0)] (p) — £ [ [ e = an] o = £leosii

©E[¢]—ﬁ[€t't*<ﬂ(t)]:pgil @5[@]—5[3'@'5[@]:])211
o] L P P’ —2p P

() e Al R e} E e Rl
o Ly = (p—l)2 A Bp+C

p—2)(p*+1) p—-2 p>+1°

Obtinem A = é, B =
fractii simple, rezulta

BIIS

, C=-2% Inlocuind A, B, C in descompunerea lui L[] in

1 1 1 1
ﬁ[@]:g‘f‘F p -

4. _2. _
2 5 p24+1 5 p24+1 5

Deci ¢(t) = te* + 2 cost — 2 sint.

L[e*] + %E[cos t] — %E[Sint}.




272

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2003-2004

> 1
1. I = / mdm. Cum f(z) = W este functie para, rezulta
0

+o00
1 . )
I= %/ g pmorde: e g(z) = w817 = U [-RRL R > 1
— o0
(vezi Fig. 3). Din teorema reziduurilor, avem /g(z)dz = 27i - Rez (g,7). Dar
v

R
/g(z)dz = / g(z)dz +/ g(x)dxr = 27i - Rez (g,4). Pentru R — oo, deoarece
Y TR -k

+oo
lim g(z)dz = 0 (lema lui Jordan), rezulta / g(x)dx = 2mi - Rez (g,1). Dar
R—o0 YR —00
z = 1 este pol de ordin 2004 pentru g(z), deci
1 soou 1 (2003)
Rez (g,i) = leZ 2003! [(Z —1i) ) (z—19) 004 (z + i)2004}
B i [ =2004 (2002 o (((52004)(—2005) (2001)
T 2003! =i \ (2 + 1)2005 "~ 2003! =i (z + 1)2006
. (=1)%99%.2004 - 2005 - - - - - 4006
=...= - lim -
20031 =i (2 + i)4007
(4006)! 1 (4006)! 1

(2003!)2 " 94007 . ;4007 (2003!)2 " 94007 . ;-

< 7 _ 1.9 (4006)! 1 _ _ m(4006)!
Rezulta I = ) 27 (20031)2 ~ 27007.; — 24007.(20031)2 -

II. Calcuam Aw, pentru functia v(z,y) = e* - siny — wﬂfyg

2 2 2

ov . Y- 2r ov . 2 +y? =2y . Yy -
%:@xslny+m7 a—y:e@cosy—W:e’vcosy‘Fm;

2 2 2\2 o2 2y . 3 a2
a—Z:ezsinerZy(x + ) 22my224(a; +y°) 2w:ezsiny+2y 6x3y;

o @+ ) I

0 _ ey WA -0 26y 2y Gety =2y
y? (22 + 42)* (22 +y2)3

Deci Av = 0 = v este armonica. Obtinem succesiv

£(2) 6v+_8v - n y? — a? vilersing + 2xy
z)=— +i— =e"cos ——— +1i [e”sin —;
dy  Ox YT 212 YT a2y’

1 1
yzOéf’(m)zex—ﬁ:f(m)ze'T%-;-I-C,CER;

1
:v:>z:>f(z)=ez+;+C7Ce(C.

Impunem conditia f(1) = e = e+ 1+ C =e = C = —1; functia olomorfd ciutata
este f(z) =e*+ 1 — 1.
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ITII. Determindm coeficientii seriei trigonometrice Fourier pentru functia

f(0) = #;ZQH, la| < 1; calculam

1 (7 . 1 (7 asinf .
ibp = = 0)-erdf == | - "o
n +10n ™ _Wf() ¢ w/_ﬂa272acos9+1 ¢
Schimbarea de variabila e = z conduce la relatiile sinf = Z;_zl; cosf = szl;

em? = 2n. df = ‘f—j; deci obtinem

. 1 a- 21 dz a 22 1) 2"
tn+ibn = 7/ 2 12211 2t — = _*/ (2 2) dz.
T Jlzj=1 a? = 2a - 55 +1 iz 27 Jjzj=1 2 (—a2? + za? + 2z — a)

2 n—1
Fie g(z) = % Distingem, in functie de valorile parametrului n € N,

urmatoarele cazuri:

Cazul 1. Pentru n > 1 functia g are doua puncte singulare z; = a; 2o = % care
sunt poli de ordinul intai, dar cum |a| < 1, rezultd / g(z)dz = 2mi - Rez (g,a).
|z|=1
Dar
2_1 n—1 a2_1.an71
Rez (g,a) = lim(z — a) - (2 )z ~ = ( ) — =—a""!,
e CRCI e T Ty
de unde a,, + b, = —5- - 27 - (—a""1) =i-a", si deci a, = 0; b, = a", n > 1.
Cazul 2. n =0 = g(z) = m are trei puncte singulare: z; = 0;
z = a; 23 = + §i avem g(2)dz = 2mwi(Rez (g,0) + Rez (g,a)). Calculam cele
|z|=1
doua reziduuri
. 22 -1 1
Rez (9,0) = lim —az?4z2a2+z2—-a a
2 —1 a®—1 1
R: s =1 — . = = —-—,
ez (9,) zlil}l(z @) z(—a)(z—a)(z—1) —a2(a—1) a

de unde / g9(2)dz = 0 = ag = 0. Dezvoltarea in serie trigonometrici Fourier este
|z|=1

deci f(0) = Z a™ - sin (nd).

n>1

IV. Vom folosi definitiile
£ = / f(z) - cosQn)dr,  fu(A) = / f(z) - sin(Az)dz.
0 0

Notim I = f.(\) :/ e . cos(At)dt, I = fi()\) :/ e " . sin (\t) dt. Atunci
0 0

t(—a+iX) 1 1

Il — * —at iAtdt:/oo H—a+id) gy _ € —0— _
Ltk /0 € € o € o —a—+iN  a—i\

—a + 1A

deci I + i1y = %22 de unde rezulti I; = ﬁ silp =

A
az+\2> a2+x2”
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V. Notam L[z] (p) = X(p) st L]y](p) = Y(p). AplicAnd transformarea Laplace
sistemului, acesta devine:

PX (D) — 242X () + X(p) + P2Y () —p+ 2+ pY(p) —p =

p
2
2pX(p) +2X(p) +p*Y(p) —p+2+2pY(p) — 2 = 2
207 + 1
(1) X(p) + @* +P)Y (p) = =
54 5.9
p°+
2(p+1)- X(p) + (p* +2p)Y (p) = =
2p% +1
(p+1)X(p) +pY(p) = POES)
& (38)
9 pP+2
200+ 1)X(p) + (P> +2p) Y(p) = e
Reducem X (p) si obtinem
3 2 2
p°4+2  4pT+2 1 2 dp* + 2
pY(p) =—5 - =Y =-+—7F -5 —/
p pp+1) p pt Pp+1)
Functia G(p) = p%’(’;ﬁ)e”t, are polii p = 0 (pol de ordin 3) si p = —1 (pol de ordinul
1), si avem
4p? + 2
Rez (G,—1) = lim -2 Zert = _get
p——1 P
1 (4p> +2 "
Rez (G,0) = lim — P+ cePt) =6 -2t + 12
p—0 2! p+1

deci y(t) =1+ g + 67" —6+2t+ > = £t3 4+ + 2t — 5+ 6. Revenim la sistemul
(38) si reducem Y'(p); obtinem

_@+1)e+2) pPP+2 2P+’ +p+2 P42 pt43pP+pP -2

+1)X(p) = - ,
Ple+1)X(p) pp+1) p? pp+1) p? p’(p+1)
de unde rezulta
X(p)izo‘“rfizo?”rpz—27172(19+1)2+293—271+ 1 2
p3(p+1)2 p3(p+1)? p (p+1)? pPPp+1)?*
Functia G(p) = 1)3(2;’7_1:1)2 are polii p = 0 (pol de ordinul trei) si p = —1 (pol de ordinul
pt 1
doi); calculdm Rez (G,0) = 11;1_% ((pj—l)Q) ; obtinem
(e D) = 2+ )\ L (e (tp+t—2))
Ren (6,0) = i (G ) = (S05)
g [t =2 e ] (1) — e B+ = 2)(p+ 1)
s (p+1)°

=t(t—2)+t—3(t—2)=1t>—4t +6;
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pt\ / pt 3 _ _pt 2 —t/_ _ —t
analog, Rez (G,—1)=2 lim <e—3) =2 lim te” - pT =" - 3p zgte (=1) —3e :

p——1\ p p——1 pb 1
In concluzie, obtinem solutia
r(t)=1+te ™t —t2 + 4t —6+2e7 (t+3) = et (3t +6) — 2+ 4t — 5.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2004-2005

I. a) Acelagi subiect cu faza interunversitara, profil electric (19.05.2007); folosim
u(z,y) = ©(£); se obtine rezultatul f(z) = —iCiInz+ C3, C3 € C.
b) I = / 2% . sin (g) dz, r € (0,2), r # 1. Avem conturul |z — 1] = r,
|z—1|=r
cercul C((1,0),r) (vezi Fig. 7).

2 X
ol

)

Figura 7.

Fie g(z) = 22 sin(%); atunci z = 0 este punct singular esential pentru g si avem

Rez (g,0) = C_; coeficientul lui % din dezvoltarea in serie Laurent a lui g in jurul lui
z=0. Avem

. (7?) T 3 N 7o N (=1)ng2ntt N
sin(Z)=2 -2 e ——— 4
z z 2331 25.5l z2ntl . (2n 4+ 1)!
deci 22 sin (g) =7z — ZL; + 2%55, +---, de unde rezulta c_; = —g—?. Distingem doua

cazuri in calculul integralei:

i)r €(0,1)=I=0 (teorema fundamentala a lui Cauchy);
4

6 3
IL. f:(—mn] = R, f(t) = 55— -e". Vom dezvolta f in serie Fourier complexa,
apoi vom obtine seria Fourier trigonometrica.
T
ﬂ)

1 T . - 1 /7\' i 1 et(1+in)
Ch = el eMtdt = (i) gy =
¢ o J__2shm €€ ashr J__© dshr \ 1+in

1 eﬂ'(l+in) _ 677r(1+7,'n) 1 1y eT — e T
" dshm 1+41n 74sh7r.(7) C1+in
1" () -in

2(1+in)  2(1+n?)
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o —1)" . —1 n+1, . . .
Rezulta a, = (1+n2 si b, = (117", iar ¢y = % = a9 = 1. Prin urmare, seria
Fourier trigonometrica este:

(_1)n+1 ‘n

-sin(nt)| .

ft)= % + Z [(_1)n - cos(nt) +

2
= 1+n

—1)»
Pentru t = 0, obtinem f(0) = % + Z §+312, deci S = f(0) — % = 5o — %
n>1

—_————
S
III. 2" — 22’ + 5z = e’ cos 2t, x(0) = 2/(0) = 1. Aplicand transformarea Laplace

ecuatiei date, rezulta L[z"](p) — 2L[2](p) + 5L[z](p) = L[e! cos 2t](p). Deci, notand
X(p) = Lz](p), avem

-1
PX() == 1= 2pX () = 1)+ 5X(0) = Lleos2](p— 1) = O o
2 B __p—1 __p—1 p—1
& (p" —2p+5)X(p) p+1fp72_2p+5 <:>X(p)—p2_2p+5+ =25
deci X(p) = Lle! cos2t](p) + m. Notdam G(p) = %. Ecuatia

p? —2p +5 = 0 are riddAcinile p; o = 1 + 24, care sunt poli de ordinul 2. Obtinem:

. pt 4 (1+24)¢
Rez (G,1+2i) = lim <(p De >e t

p—1+2i \ (p — 1 + 24)2 81
N (p _ 1)6pt / B e(1=2i)ty
Rez (G,1 —2i) = p_l>11r22i ((p o) = s

deci (a2, P
+2i)t —2i)t
t t

z(t) =etcos2t + & i =

81 81
2it —2it
— 1
= t 2t tt (6 € ) o
e cos2t+e B Y —
t .
t 2t
=e'cos2t + %n()

IV. Pentru a obtine rezultatul corect folosim definitia transformatei prin sinus

fs(6) = \/g / f(x)sin(éx)de. In acest caz definitia transformarii Fourier este
0

2

2

f(f) = \/g/ f(z)e® dz. Cum f(z) = e~ T este functie impari rezulti ca

functia f(z)sin(éx) este para, deci

f&) = ;\/z/_i f(z)sin(éx) dx = \/% /_O:O f(x)sin(&x) dx.

(o)
Pe de alta parte f(x)cos({x) este functie impara, deci / f(z)cos(éx)dx = 0.
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Atunci i - f(§) = \/% /OO f(z)(cos(éx) +isin(éx)) dx, si deci

R 1 oo . 1 oo .
& = N 1/ fx)e* de = NeT z,/ ze 2 gy =
. —o0 . —o0
oo oo
_ 1 —z2/2\/ z{zd _ 1 —22/2 itz e —z2/2. z{zd _
= \/%Z/ (6 )6 T = 5 - (6 e —+ e Zé’e ) =
oo V2 -i —oo —oo
9] =] 2
=5 e~ 12gi gy & / e (T ) gy =
\/ﬂ/_oo V2 J oo
oo ; 2 _2 ,
— & G, A R LI —(EF? g
= \/ﬁ/ e T = T e T =
_£2/9
- & ; / V2 - eV dy 256752/2.
V 2T —oo

unde am efectuat substitutia x — i€ = v/2y. Deci transformarea Fourier prin sinus a

2
functiei f(x) = xe~ 7 coincide cu functia.

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2005-2006

I. a) Verificam armonicitatea functiei v(z,y) = e *(xsiny — ycosy). Calculdm
derivatele partiale:

ov _ ov

e “(siny — zsiny + ycosy), e “(xcosy — cosy + ysiny),

prie oM =
0? _ . . 0? _ . .
373312] = —¢ “(2siny — rsiny + ycosy), 8—;2] =e "(2siny — zsiny + ycosy),

de unde rezulta Av = 0, deci v este armonica.

b) Determinam functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Avem

_Ov 0o

= _—+i— =e “(xcosy —cosy+ ysiny) +ie “(siny — xsiny + ycosy).
oy ox

f'(2)
Pentru y =0, f/(x) = e *(z — 1), deci

flx) = /efz(x—l)dx = —67“"(9:—1)4—/ e Pdx = —e " (z—1)—e *+C = —xze  *+C.

Substitutia * — z conduce la f(z) = —ze % 4+ C, iar f(0) = 0 & C = 0, deci
f(z) = —ze =
1 _1.,-1/2 —1/z
c) Avem I :/ f(z)dz :/ = g :/ ¢ 4z Numerele
|z|=r -z |z|=r 1—-=z |z|="r Z(zil)

complexe z € C = R? care satisfac conditia |z| = r au drept margini in planul complex
punctele cercului C((0,0),r). Distingem trei situatii (vezi Fig. 8): i) 0 < r < 1; ii)
r=1;iii) r > 1.
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N
/

Figura 8.

L)

Fie g(z) = Z"(;ill) Observam ca z = 0 gi z = 1 sunt singularitati ale lui g, z =0
este punct singular esential i z = 1 este pol de ordinul 1. Atunci
R s |
Rez(g,l)fllgll S 1 o
iar Rez (g,0) = c_; este coeficentul lui 1 ; din dezvoltarea in serie Laurent a lui ¢g in
jurul lui z = 0. Folosind e~/* = -+ Syt (D) e+

obtinem

—-1/z
e 1 1 1 1
:——27 7_...+(_1)n.7+
z z 2210 23.21 Zntl .l
=i =—-1-z—-22—-.—z"—--, [z| <1. Rezulta
(1 1 1 n 1 2 n

g(z)_<2_ﬂ+ﬂ_'”+(_1) .m+...>(_1_z_z 2 ),
decic,l=—1+%—%+%~--=—6_1:—é.

i) Dacid 0 <7 < 1, atunci I = 27i - Rez (g,0) = 7%_
ii) Daca r = 1, atunci I = 27i - Rez (g,0) + mi - Rez (g,1) = —276” + ”e’ = —%i,
iii) Dacd r > 1, atunci I = 27i( Rez (g,0) + Rez (g,1)) = 271-1'(% _ ,) —0.

II. Dezvoltarea in serie Fourier a functiei f este

f(x) —_ %0 + Z(an - cosx + bn . sinx).

n>1
Se observa ca f ( ) = (aa:) este functie pard, deci coeficientii seriei sunt b, = 0,
2
n>1a, =— ch(ax) - cos(nx)dz, n > 0. Integrand prin parti, obtinem
T Jo
21 . " i a .
an, = — | —ch(ax) - sin(nzx) —/ sh(az) - — ~sm(nm)dw} =
T |n o Jo n
_2 _sh(ax) a4 cos(nx) 7Tf/ﬂ ch(ax) a—Q cos(nz)dz| =
S| n? o Jo n? N
2 [ 2.7
= _% -sh(am) - (=1)" — %/0 ch(ax) -cos(naz)dx} .
Obtinem astfel relatia
2 a . a? 2a - sh(am) - (=1)™
o =g Shlem) (LT =g S an = ey



279

. Atunci f are seria

s
2
de asemenea, ag = %/ ch(az)dx = — - =
0 ™

trigonometrica Fourier asociata

1 2a(—1)"
f(z) = — sh(am) + 7; w2 T a?) - sh(am) - cos(nx)
Pentru determinarea sumei seriei S; = Z — %> luam z = 7 In dezvoltarea in
n>1 nc+a
- -8 T 1 .
serie Fourier a lui f. Rezultd ch(am) = L - sh(am) + = kz(a : nz>:1 n2 + a2’ deci
5 ch(am) — L - sh(am) _ ma - ch(am) — sh(am)
1= 2a-sh(am) - 2a2 - sh(aw)
. .. 1 . .
Pentru determinarea sumei seriei S = Z ————— vom folosi formula lui Parseval
AR
DS @)=L [ P
2 n>1 ! " TJx .

In cazul nostru, avem

2sh?(ar) 4a® - sh®*(ar) 1 [T
—_— —_— == h dx. 39
m2a? + T; m2(n2+a?)2 7 /_F ch’(az)dz (39)

Calculam integrala din membrul drept. Folosind paritatea functiei ch, obtinem

us ™ ™ axr —ax 2
/ ch*(ax)dr = 2/ ch?(az)dr = 2/ ((3—}—2(3) dx =
— 0 0

™ 1 2ax |T ™ —2azx |T
:%/ (62az+2+62az)dx(e +2£C 76 )
0 2 2a 0 0 2a 0
1 62a7'r -1 e—2a7‘r -1 1
2( 2a 2a ) 5g *h(2am) +m,
deci (39) se rescrie 2sh(om) | da¥sh(am) Z ! . sh(2am) + 1, si deci
m2a? 2 (n2 _|_a2)2 2am ’
n>1
2
g SL - sh(2am) + 1 — 25 (em) _ —4sh?(am) 4 27%a® 4 ma - sh(2aw)
2= 4a2sh? (ar) - 4a* - sh?(am) :
2
1
Metoda 2. Determindm suma seriei Z ——- Consideram f : (—m,7) — R,
n>1 nt+a

f(z) = Tehiany €+ Atunci coeficientul c_,, din dezvoltarea funciei f in serie Fourier
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complexa este

1 i T . 1 0 )
_ . T tHinT g w(a+zn)d _
Con 27 /,,r 2sh(am) ¢ o 4sh(am) /,,T ¢ o
1 em(a+in) ™ 1 eﬂ(a+in) _ e—ﬂ(a+in)
" 4dsh(am)  a-+in . A4sh(am) ' a+in B
1 (=1)"-(e™ —e7 ™)  (=1)"-sh(ma) L (=" a—in
 4sh(ar) a+in - 2sh(wa) a+in 2 a? +n?’
deci a,, = %, by, = %; ap = 1. Aplicand formula Parseval, rezultd
1 a? +n? 1" 2 20w
ﬁ+;(a2+n2)2 _;/,ﬁ 4sh?(ar) v
- 1 Z 1 ™ ' e**™ —e 2" 1.sh(ar)ch(ar) - ch(ar)
20 £ n?+a? ~ 4sh?(am) 2a  2a-sh2(an) "~ 2a-sh(arm)’
. 1 7 - ch(am) 1 ma - ch(an) — sh(am)
Ob in final = - = .
yinem In fina 7; n?2+a?> 2a-sh(aw) 2a? 2a? - sh(am)
> 1
II1. f(t) - cos(wt)dt = Atwr)e w > 0. Folosind inversa transformarii

0
Fourier si paritatea functiei din membrul drept, rezulta

o0 +oo
f) = g/0 % - cos(wt)dw = l/ o - cos(wt)dw.

™ 1+ w?)? T J_ o (14+w?)?

+oo 1
Pentru calculul ultimei integrale, notam I[I; = ———— - cos(wt)dw si
: = [ T e s

“+oo
1
I, = /oo m - sin(wt)dw. Se observa ci I; este partea reald a integralei

o0 iwt
I +ily = /700 (lj—TQ)de' Construim drumul v = ygr U [-R, R] (vezi Fig. 3),

unde vg : 22 +y? = R%, y >0, R > 1. Fie g(z) = 527z Deoarece 7 este drum
inchis, aplicand teorema reziduurilor, rezulta

A g(2)dz = 2i - Rez (g,1) L () /_ }; g(2)dz = 2mi - Rez (g, ).

+oo
Trecand la limita R — oo, obtinem Rlim / g(z)dz +/ g(z)dx = 2mi- Rez (g,1).
— 00 R

o
Limita din membrul stang este 0 (lema lui Jordan), deci / g(x)dx = 2mi-Rez (g, 1).
-0
Prin urmare I7 4+ ils = 27i - Rez (g,1). Dar z = i este pol de ordinul 2, deci
6itz(7;+2) /
(z —1)%(z +1)?

— lim eitz(itz_t_Q) _ e—t(—t—t—2) _ e_t(t+1).

21 (z+1)3 —8i 4q

itz -\ 2 itz .
— lim & it(z+1)°+ e z(z+1) _

e (z+ i)t

Rez (g,4) = lim |(z —i)%-
z—1
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et _omot

Atunci avem I; + ily = 2mi - t1 gi deci 1 = % - L1 prin urmare

2 2 et
1 1 1 1
f=tn=to3 =t
Observatie. Daca s-a folosit formula cu \/g in fata integralei, atunci f(¢) = \/%-Il.

IV. o + 4y = f(t), 9(0) = a,y'(0) = a, f(t) = { (1): i; Eg} . Aplicim

ecuatiei date transformarea Laplace si notam L[y](p) = Y (p). Obtinem

P*Y(p) — a+4Y (p) = L[f(1)](p)- (40)
3 ePt® 1
Dar LIf(1)](p) = /2 Lot = S| = e = o), doci din relatia (40),

rezulta Y (p)(p? +4) = a + %(e’zp — e73P), deci

a e~ — e3P

Y =
») p?+4jL p(p? +4)

(41)

v v _ e _g7dp
Se observa ci pentru G(p) = WICGEEV

ordinul 1, deci

-ePt p = 0; p = 2i; p= —2i sunt poli de

. (e —e73P)ept

Rez (G,0) = lim ——— =0

ez (G, 0) pl—% p?+4
Rez (G,20) — lim e - & " _ L S kit

’ p—2i p(p + 2i) —8 8
e=20 _ =3P A B —2i(t-3) _ ,—2i(t-2)

Rez (G, —2i) = lim e. &~ ¢ = _ -2t _

ez (G, —21) e oo =20 e - 3

si deci Rez (G, 0)+ Rez (G, 2i)+ Rez (G, —2i) = COS(Zt_G)ZCOS(Qt_4). Atunci, aplicand
transformarea Laplace inversa in relatia (41), rezultd

y(t) = %Sln(Qt) + COS(Zt*6)ZcoS(2t,4) '

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2005-2006

L. a) u(z,y) = ¢(x? — y?) unde f(0) = 0; f(i) = —1. Functia u trebuie si fie
armonica deci vom impune conditia Au = 0. Notam ¢(z,y) = 22 — y? si obtinem:

ou ou

ol ¢'(t) - 2, o= ©'(t) - (—2y),

02 0?2

872 = ¢"(t) - 42 +2¢/, 372 =¢"(t) - 4y* — 2¢/,

de unde rezultd 4(z%+y?)¢" (t) = 0, deci ¢ (t) = 0 = ¢(t) = C1t+Cs, unde C; 5 € R.
Prin urmare u(z,y) = C1(2? —y?) + Cy, iar f/(2) = % —ig—; = 2C 12+ 2iCsy. Pentru



282

y =0 avem f'(z) = 2C; = f(x) = C12? + C3 unde C3 € R. Cu substitutia z — 2
rezultd, f(z) = C12? + C3. Punand conditiile date, obtinem:

f(i):—1:>—01+03:—1 - 01:0,

deci f(z) = 2.

Le2/% z z . .
b) Functia g(z) = f(;)_ei = j;i/l) = z:i/l are z = 1 pol de ordinul 1, deci
Rez (g,1) = lim ze** = 2.
z—1
¢) z = 0 este punct singular esential pentru g, deci Rez (g,0) = c_; este

coeficientul lui % din dezvoltarea in serie Laurent a lui ¢ in jurul lui 0. Avem
eX* =14 2 4 2o 44 2 4, deci

z"-n!
e 2 2 on
ze _Z+F+22'++m+
1 1
=— =—1l—-z—-22—..—2"—..
z—1 1—2z T : ’
unde |z| < 1; rezulta
262/2 2 22 on ) "
deci ¢_ :—g—i—?—...—%—...:i’)—ezi Rez (g,0) = 3 — 2.
d) g(2) dz = 27i(Rez (g,0)) + Rez (g,1)) = 2mi(e* + 3 — €?) = 6mi.
|z|=1
II. f(x)= Sfir;f”, pentru z € (—m, 7). Calculdm
™ 1 ™ : 1 221 d
; sinx ; ; z
. ‘bn: nr o _ T e == — 28z n.77
an+1 _Wf(m)e 7r/_,r5+4cosxe T W/|z|=15+4'z22;“12 o
deci (2 ot
1 ze—=1)z""
n+ib, = —— —————dz, n>1. 42
i+ 27 e 2224524270 " (42)
. . (ZZ—I)Z"71 . .
Fie g(2) = “5574,75» unde s-au folosit relatiile
iz 22— 22 +1
ev' =z, dv=—, sinz = , COST = —
2iz 1z

Rédicinile polinomului 222 + 5z + 2 = 0 sunt:
z1=—3 €Int(lz] =1), 2z =-2¢€ Ext(]z| =1).

Consideram doar z; = f%, care este pol de ordinul 1, deci

1 1\ (z2—1)z"! ! 1\t
R —_— = 1. — _ 7 = (-=1 n-— = —_— .
o (0-g) = m (54 5) 50tz =0 e = (0




283

. . n+1l . . n+1
Deci a,, + tb,, = (—%) i prin urmare a, =0, b, = (—%) .

T . n+1
Dar ag = l/ _ T g = 0, deci f(z) = Z <—;) cos(nx).

mJ)_rb+4cosx =
nz

IIT1. a) Transformata Fourier a functiei este:

+oo +00 2 “+oo P 2,2 2,2
2 _22/a2 ; (=, _(zE_ep_E&la” | E7a”
fo = [ et = [Tt o [T e et
—0o0 — 00 — 00
—+o0 —+o0
£2a? (z_igy2 _ %2 g2 _ %2
=e 1 / e G2 dr=e "4 eV cady=ae 1 /T,
— 00
unde s-a facut substitutia T — % =y.
b) Consideram definitiile initiale ale transformatelor Fourier prin cosinus si respec-

tiv prin sinus:

) = /0  fl) cos(éx) do, (€)= /0 ” Fw) sin(éx) da

Calculam
pu(i€=1) |

FO) vife) = /0 T gy — /0 e g = S

0 1 14 i Lo, ¢
= — = = VA
i€—1 241 &&+1 &2+

0

deci fC(E) = 52% si fs(f) = ﬁ Observatie. Pentru definitia transformatei Fourier

cu coeficientul \/g in fatd, obtinem: f.(€) = \/gﬁ si fo(6) = \/g&‘fT

CONCURSUL DE MATEMATICA »TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil electric, 2006-2007

I. a) Impunem conditia ca u(x,y) si fie armonicd. Prin calcul direct, notand
t(z,y) = £, obtinem:
ou , y ., Ou 1
_— = t o — = _ = . —
Rl ORI
Atunci Au = % + 08—;2 = ¢"(t) - ;1
O"(t)- (2 + 1) +2t- ' (t) =0, deci

©"(t) 2t / 2
=— =1 t))=—In(t*+1)+InCy, C; >0,
(P/(t) 241 D|(p()| Il( + )+n 1 1
’ Cl *

@():t2+1 = p(t) = Cy - arctg (t) + Cq, C1 € R*, O3 € R,

deci prelungind prin continuitate gi tindnd cont ci ¢(t) = Cs este solutie, rezulta
__ Ou - O0u yCq . xCq
_ —i

x2 +y2 2 +y2 bl

u(x,y) = Cy - arctg (£)+C3, C12 € R. Atunci f/(z) = 9% —ig =
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deci pentru y = 0 obtinem f’(z) = —%1, deci f(z) = —iCiInz + Cs, C1 3 € R.
Efectudm substitutia © — ¢ si obtinem f(z) = —iC; -Inz + Cs, Cy 3 € C.

+oo .2
1
b) I = / x4 i ldx. Fie v = v, U[—R, R] si D domeniul méarginit de 7, unde
T

vr ={z € C||z| = R, Imz > 0}, unde R > 1 (vezi Fig. 3). Fie g(z) = ziﬁ Atunci,
tinand cont cd {z € C|z*+1=0}ND = {i% + z%}, avem

/g(z)dz = 2mi (Rez (g, ? +z\g§> + Rez (g,—\g5 +z\g§>> . (43)

— 00

R
Dar /g(z)dz = / g(z)dz —|—/ g(x)dz . Trecand relatia la limitd pentru R — oo,
Y TR -R

si tindnd cont de egalitatea (43) si de faptul ca Rlim / g(2)dz = 0 (lema lui Jordan),

—+o0
o . 2 V2 2 /2
rezulta / g(z)dx = 2mi | Rez | g, % + zg + Rez | g, 7% + z%
- ———
z1 z2

Dar 21, 2o sunt poli de ordinul 1, si avem

241 241 1
R = lim (z - 21) - =
ez (9,21) = lim (2 —21) - 423 202

241 2+1 1
ReZ(g,ZQ):lim(Z*ZQ)'Z+ I

oo A1 423 2iv2
: —omi._2_ _ 21 _
Prin urmare, I = 2wt 5iv3 = 3 2.
I1. Se observa ca f(t) = = f;;és ; este periodica cu perioada principald 2.
Consideram restrictia f : [—m, 7] — R, care se dezvoltd in serie Fourier

ft) = % + Z ay, cos(nt) + by, sin(nt), t € [—m, 7.

n=1

4 int , ,
Calculam a,, + ib, = l/ _ PP eintgs Notand e = z si tinand cont ca
™ J)_r 5+ 3cost
sint = Z;;l, cost = Z:;erl, obtinem
1 S dz 1 222 - 1)
a b, = — 2'$-2".7:—— — 7’ dz.
n tbn 7r/|z|_1 5+%2+1) iz 77/|Z|_1 322 +102+3

2" (2t -1)
322410243
21 =—3% € Int(|]z| = 1) §i 20 = —3 & Int(|z| = 1), prin urmare are loc egalitatea

/ g(2)dz = 2mi - Rez (g, —1)
lz]=1 3

Se observa cd integrandul, functia g(z) = n > 1 are doua singularitati,



n—1/_2 n
Dar z = —% este pol de ordinul 1, deci Rez (g,—3%) = lim 2l (—l> =

807 .20 32+ 3) 3) '3
Rezulta
1\" 1
/ g(2)dz = 2mi - (> -
J2=1 3/ 3
si deci a, + b, = —% . % (—%)n = %i, de unde obtinem coeficientii seriei
Fourier,
2(_1)n+1
bn:?)nTa anzo, TLZl
1 - 2(—=1)ntt
ap = 7/ S dt =0 = f(t) = Z ?)HT . sm(nt).
mJ_r 5+ 3cost n>1
—_——
impara

b) Pentru a gisi acea functie complexs atagatd functiei f pe care si o putem
z2+1
2z

22—1

dezvolta in serie Laurent, folosind relatia e = z si relatiile sint = o

observam ca f se rescrie
22 -1 2z 1 -1 1 Dz+2
2z 102432243 i 322+10z+3 3 2+841)"

, COst =

fz) =

Descompunem functia din paranteza in fractii simple:

§:+2 A B A+B=% [ A=
240017 241 243 3A+§ =2 B=

W Wi

1
gi deci f(z) = é (1 — ﬁ — %H) Singura coroana pe care putem dezvolta functia

f in serie Laurent este & < |2| < 3. Pentru |z| > § (deci |5 | < 1), avem

1 o) 00

3 1 1 1 1 1

3 = = = . —1)". = .-
Z+% 3z+1 321+ i) 3z nZ:O( ) gn . yn T;)( ) g+l gntl’

1

3 1
deci . j T = Z:(—l)"’1 T iar pentru [z| < 3 (& |Z] < 1), avem

3 n>1

m>;02<mlﬁﬁwlz<m§n

n>1 n>1
_ SN A D" (a1
Y Z 3n <Zn z ) Y Z 3n z on
n>1 n>1
I o N Gl D I
B 3n 2 '
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(_1)n+1

T 2sin(nt),

Folosind egalitatea 4 (z" — =) = sin(nt), rezultd f(t) = Z
n>1

Vze{zeC||z] € (5,3)}

¢
IIT. z(t) = cost+/ (t—7)-e'"z(7)dr. Aplicaind transformarea Laplace, obtinem

Lz(t)](p) = L[cost](p) + L[te! * z(t)](p). Notdm L[z (t)](p) = X (p) si rezulta

p p P 1
X(p) = = +Llte')(p)-X FL[(p—1)-X (p) = + X(p),
(p) = PO [te](p)-X (p) = i t](p—1)-X(p) i1 po1e (p)
deci X(p)(1 — o= 1)2):#@ prin urmare
_1 1 ip—2 1 1 4 2 1
X(p): (p ) e 5 5p 5:7. —’—7. p —_ — .
(p—2)p*+1) p—-2 p>+1 5 p—2 5 p>+1 5 p?+1

Aplicand transformarea Laplace inversa, rezulta x(t) = %e% + % cost — %sin t.

IV. Utilizand inversa transformarii Fourier prin cosinus avem

2 ™ ™ _
olu) =2 / T osa- cos(uz)dz = / cos(x 4+ ux) 4 cos(x — ux) i

1 sin(umr) 1 sin(ur)

1 sin(z +uzx) |7

1 sin(z —uz) |7

2 1+u 0o 2 1—u 0 2 14w 2 1-u
1 1 1 1 2
ism(mr) (1u - 1+u) = §sin(u7r)~$ = #sin(uw).

Observatie. Daca se utilizeaza definitia transformarii Fourier cu \/% in fata integralei,
T P U
atunci ¢(u :\ﬁ —cosx - cos(ux)dr = 4/ = - — - sin(um).
URNEY (ke = |5 - 1 -sin(um)

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza interuniversitara, anul II, profil mecanic, 2006-2007

I. v(z,y) = arctg (£); f(1) = 0. Rezolvare identica celei de la faza locala
(15.04.2006).

/ dz R > 0,R # 1. Functia g(z) = % are doud puncte
singulare: = (punct singular esential) si z = 1 (pol de ordinul 1). Atunci
l/z

Rez (g,1) = i1_>ml(z - l)m = —e¢, iar Rez (g,0) = c_; = coeficientul lui 1

din dezvoltarea in serie Laurent a lui g in jurul lui z = 0. Folosind egalitatile

el/= 1 1 1 1
PN T BT I ey A
=l4z24224+ 42"+, |2 <1

1—=2
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rezultd g(z) = (1 + 5+ )(1+2z+22+-- ), decicoy =1+ 4+ 5+ =e.

z
Distingem doua cazuri:

a) 0 < R<1=1=2mi- Rez (g9,0) = 2mie;
b) R> 1= I =2mi(Rez (9,0) + Rez (g9,1)) = 2mi(e —e) = 0.

IIT. ' — 2y +y =1, y(0) =1; ¢’ (0) = 1. Aplicam ecuatiei date transformarea
Laplace gi notam L[y(t)](p) = Y (p); rezulta

1 1
ng(p)—p—1—2pY(p)+2+Y(p)=E=>(p2—2p+1)Y(p)=p—1+?

deci 1 )
Y(p) = n . 44
(p) p—1 p%(p—1)2 (44)

Se observa ca F(p) = peitl are polul p = 1 de ordinul 1, deci
. ePt ¢
Rez (F,1) —11)1_)1111(}7* 1)p—1 =e".

Functia G(p) = me”t are polii p = 0 gi p = 1, ambii de ordinul 2. Atunci

_ eP? Tttt (p—1)2—ePt.2(p—1) —t—2
Rex 0.0 (577 = i b1 = T

pt\ / tpt.Z_pt-Qp tt_2t
Rez (G, 1) = lim <62> R e (D)
p—1 p p—1 p 1
deci aplicand egalitatii (44) transformarea Laplace inversi, rezulta
y(t) = Rez (F,1) + Rez (G,0) + Rez (G, 1),
deciy(t) =et +t+2+el(t—2)=cl(t —1)+t+2.

V. f(x) = e~ /2, Aplicand functiei f transformarea Fourier, rezulta

A 1 Foo 2 . 2 1
f(§) =— e T 28y = \2me /2 ——
V21 J—co

_ 6—52/2;
2

se rezolva identic cu problema 3b) a fazei locale. Observatie. Considerand alta
constanta in fata integralei din defintia transformatei Fourier, rezultatul difera.

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profilele electric si mecanic, 2007-2008

I. a) Avem u(z,y) = In(2? + 3?) + e cosy. Pentru a arita ci u este aplicatie
armonica, verificam ca are loc egalitatea Au = 0. Obtinem succesiv:

Ou _ 2w + €” cos Ou _ 2w —e”sin
or 2+ 92 Y oz T 22 +y? v
52 22 — 22 o2 22 — 12
u_ 2y =) x)—l—emcosy, Ou _ 22 —y) y)—excosy,

or2 (22 + y2)? Dy2 (22 + y2)2
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deci Au —M + ay2 = 0. In concluzie u este aplicatie armonica.

b) Functia ciutata este de forma f(x,y) = u(x,y) +i-v(z,y). Notdnd z = z + iy
si folosind faptul ca f este olomorfa, obtinem:

f(z)= Ou z@ - +e*cosy —i 2 e” sin

T or Oy a22+y? 4 z? + y? V)

Pentru y = 0, obtinem f(z) = %—i—ez deci f(x) = 2lnz+e*+C. Efectuand substitutia
x — z rezultd f(z) =2Inz + e* + C. Din conditia f(1) = e, obtinem e + C' = e deci
C = 0. Prin urmare functia olomorfa cerutd este f(z) = 2Inz + €”.

¢) Obtinem I = / Mdz = / %dz. Se observa ca:
lo-t|=r (2 —1) -3 |=r 2%(z +1)
z = 0 este pol de ordin 2 iar z = —i este pol de gradul 1. Deoarece |% — O’ = %,
5—(—2’)’ = %, avem R € (0, —I—oo)\{%,%} Distingem trei cazuri: R < 1;
1<R <¥5.R> ‘f Notéand g(z) = ﬁzﬂ.), obtinem
i) Daca R < %, conform teoremei fundamentale Cauchy, rezultd I = 0.
ii) Dacid 3 < R < f , atunci I = 2wi Rez (g,0). Obtinem
i . .
L s € N G k) PSR
Rez (g,0) = ili% (z 2L (z+z)> = il—%iz?(zjti)? =1—i=1=2mi(l—1).
iii) Dacd R > %, atunci I = 27mi(Rez (g,0) + Rez (g, —i)). Avem
Rez (9.0) = 1 —i. Rez (g, —i) = lim (24 )t = © = ¢ 1+isinl
ez =1—14, Rez (9,—i) = lim (z24+i)———= = =e¢ "= —cosl+isinl.
9> ’ 9, =i 22(z+14) -1

Deci I = 2mi(1 —i—cos1+isinl) = 27wi[1l — cos 1 + i(sin1 — 1)].

2 : nT
II. I = / %dz. Pentru |z| = 1, putem scrie z = €*®, deci
o (13—15cosx)

2 2
2z 41 : _ z°—1
2% , SINx = 22

z22—1_n 2 n
Obtinem I:/ #@ _ (_2)/ : (22— 1)z
|2

2j=1 (13 — 15cos x)? iz 2|=1 (52?2 — 262+ 5)2

cosT = , dz = zidx.

Fie g(2) = (52(5;7(2’3_5 Rezulta ca z1 =5 51 20 = % sunt sigularitati pentru g. Cum

doar zo = % se afld In interiorul drumului, calculam doar reziduul lui g In zo = % (pol
de gradul 2). Avem

e (og) =[-8 S -

~ lim 1 nz""2 —5(n+2)z" 4+ (2—n)z" 4+ 5nz""t  —n
255 25 (z —5)3 © 24 .50t

et [ = (~2)2rizeier = 53
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III. Aplicam transformarea Laplace ecuatiei diferentiale si obtinem

PX(p) —1-2X(p) + X(p) = —— = X(p) =

p—1 (p—1)*

Fie G(p) = ﬁem. Dar p = 1 este pol de gradul 3 pentru G, deci

3 p - ePt
(p—1)3

1"
Rez (G,1) = % lim [(p -1) ] = %et(t2 + 2t).

!p—>1

Rezultd x(t) = 1e'(t* + 2t).

IV. Varianta 1. i) Polinomul caracteristic det(A—AI3) = 0 are ca radécini valorile
proprii Ay = 2; Ay = —2; A3 = —1. Aflam vectorii proprii:

-3 1 1 a 0 b=a 1
o\ =2= 1 -3 1 b = 0 = c=2a = v = 1 ];
1 1 -1 c 0 a€eR 2
a 0 c=0 1
o)y =—-2= b 0 = = Vg = -1 ;
c 0 b=—a,a€eR 0
a 0
e )3=—-1= b 0 =
c 0

1
1
3
1
1
2

—__ O =
—_ O = ==

()0 (1)

ii) Solutia generald a sistemului diferential este

o2t o2t et
yt)=Ci | e | +C:| —e | +C3 e . C1,05,C5 € R
2e2t 0 —e~t
Ci+Cy+C3=0 Ci=0
iii) Impunem conditiile initiale; obtinem ¢ C1 —Ca+C3=0 = Co =3
20, — Cs =1 Csy=—1.
Solutia sistemului este
2(t) = § (' 7).
y(t) =5 (e —e7") = a(t), (45)
2(t) =5 (2e*" +e7").

Varianta 2. Folosim transformarea Laplace si sistemul devine:

=
S
S
I
|
b
S
_|_
b.<
S
_|_
N
S
b
S
[
’El\)
|
|




>
<
]
=
X
=
-
|
o"»—-
+
W=
-
N
&
=

" pFL
£(t) = Rez (X(p)e'®, 1)+ Rez (X(p)e'?, 2) =
= lim (p+1) X(p)e’” + lim (p +2) X (p)e’” =
p——1 p—2

—t 2t
= lim e ¢ lim e = S+
si deci z(t) = —fe" + fe?'. Analog se obtine y(t) = z(t), iar
1 1 1 2 1 1 ¢ 2 2
VA = = _. Z. = 2(t) = = =z
W= a3 pri ts poz W= T3

deci se obtine aceeasi solutie (45).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil electric, 2008-2009

I. Identic cu subiectul 1) de la profil mecanic.

II. a) Dacd f : D — C este olomorfé si D este disc deschis in C, rezulta f analitica.

Fie 2y centrul discului D si f Z an(z — zo)" dezvoltarea lui f in jurul lui 2.

+1
(z—2z
Fie F(z Z ap~—t—— 0) ; cum F'(z Z an(z—20)" = f(2), rezultd ca F' este

0 prlmltlva a 1u1 f. Fle F si G doua prlmltlve a 1u1 f pe discul D, deci F'(z) = f(z)
si G'(z) = f(2),Vz € D = (F—G)(2) = 0,Vz € D. Cum D este conex, avem
F — G = constant.

b) Fie 7 : [a,b] — D,~(a) = 21 si 7(b) = 2z arc simplu orientat in D. Dacad F este o
primitiva a lui f, atunci

b
[ 1)z = [ Paaz = [ P -

= F(y(1) = F(y(b)) = F(v(a)) = F(z2) = F(z1)
¢) Avem
a+ib = —cosz O%—H = —cos (g —l—i) +1= —ei(%ﬂ) Ze_i(%+i) +1=
_ _efl+i%;elfi% t1=_ ¢ “Hcos 5 +ising )2—|— e!(cos§ —ising) 1=

:M+lf1+zsh1 de unde a = 1,b = sh 1.
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III. Seria Fourier atagata functiei f este determinata la profilul mecanic - punctul

1 1 1
2b), f(2) = 3t3 Z 31 cos(nxz),z € [—m,n]. Cum
n>1

1 costna)| <

COS(Tl.’E) = W

b
3.2n-1 3.9n—1

si E 3 on 1T este convergenta, din criteriul Weierstrass, rezulta ca seria Fourier
n>1
este uniform si absolut convergenta pe R. Obtinem

dx 1 1
O o — . iln2 L im2))=
/|z‘:35—4cosz m(Rez (5—4005,27Z " >+ Rez (5—4(:052:7 v ))

= 2mi ! + L =0
N 4sin(iln2) = 4sin(—iln2) )

Nota. Ecuatia 5 — 4 cos z = 0 este rezolvata la punctul 2a - profilul mecanic.

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil mecanic, 2008-2009

I. a) Rescriem ecuatia sub forma de sistem diferential de ordinul intéai,

=y
y ==z
2+ (2a—1)z+ (a®> +3)y + (a®> + 3a)r = 1
T 0 1 0
Notaind X = y si A= 0 0 1 , studiem
z —(a®>+3a) —(a®+3) —(2a—1)

stabilitatea sistemului X’ = AX. Polinomul caracteristic al matricei A este

Pa(\) = =23 = 2%2(2a — 1) — Ma? + 3) — (a? + 3a),
iar ecuatia caracteristicd Pa(\) = 0 & A2 + A\%(2a — 1) + A(@® + 3) + a® + 3a = 0.
Observam ca A\; = —a este solutie, iar g 3 sunt solutiile ecuatiei

N+(a—1DA+3+a=0.
Conditia de stabilitate impune —a < 0,a —1 > 0,3+ a > 0, de unde a > 1.
b) Dacd a = 1, ecuatia devine 2" + 2" 4+ 42’ + 4z = 1. AplicAm transformarea

1
Laplace si obtinem (p + 1)(p? + 4)L[x] = >’ de unde

1 A B Cp+D

=— = —— .
plp+1)(p*+4) p p+1  p>+4

L[z]

Aducem la acelagi numitor si identificind coeficientii numaratorilor, rezulta

1 1 1 11, 1 1.
oL p__1 =t Lo 1 oson — Lsing2n.
5’ 20° 5 = rt) =g g —gpcos(2) - qgsin(2)
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II. a) Folosind formulele Euler, ecuatia devine % =7 de unde rezulta
, . 5 , 1
e*+e ¥ = 3 Notam e?* = t si obtinem 2¢2 — 5t +2 = 0, cu solutiile ¢; = 2 5i to = ok

. . 1
Atunci e* =2 s iz =2+ -2km, k € Z, si e”* = 3 Siz=—In2+4+1i-2km, k € Z,
de unde multimea solutiilor ecuatiei este {£iln2 + 2kw | k € Z}.

b) Functia f este periodicd, cu perioada principald 2w, deci putem considera
f:(=m,m) = R. Atunci

1 [ 1 ; eit—; 1 "
G + by, = —/ "Mt C = */ - - dz,
™ 5—4cost T Jizj=1 (=222 + 52 — 2)

—T

1 n n
- e 222—ZT+2dZ' Fie g(z) = — % Punctele sin-

deci a,, + ib,, = 57 _5ar 2

gulare ale functiei g sunt z; = 3 g zo = 2 (poli de ordinul I). Cum |z2] =2 > 1,

rez 1 . 1 1 : 1 .
rezulta ca Ay + an T.: —E -27i - Rez (g, 2) = W Atunci Ay = W S
1 1
bn = 07n Z O ReZulté f(t) = g + ng>1 W COS(nt), te (—7T,7T)

¢) Folosim teorema reziduurilor pentru calculul integralei complexe. Functia

1
9(z) = 5—4cosz
au fost determinate la punctul a), si anume z = 2kr +iln2, k € Z (poli de ordinul I).
Vom lua in calcul doar acele puncte singulare aflate in interiorul drumului |z —i| = 1,
si anume z = ¢1n2. Atunci

dz 1 1 m 24 27
%  _—9mi-Rez|— iln2)=92mi - —— =" ==,
/Z_1|:1 5—4cosz T es (5—40057;7Z " ) m 4sin(iln2) 2

admite ca puncte singulare toate solutiile ecuatiei cosz = 7 care

II1. a) =" Daca (a,b) este punct de echilibru, atunci ¢(t) = (a, b) este solutie a
sistemului, de unde 0 = f(a,b) si 0 = g(a,b). "<” Daci f(a,b) =0 si g(a,b) =0 =
(a,b) solutie a sistemului, de unde (a, b) este echilibru.

b) Presupunem c& existd doud orbite ¢1 si w2 cu Im ¢; = Im @9 care nu sunt
disjuncte. Rezultd cd exista tq,to astfel incat p1(t1) = @a(ta). Fie T = to — t5.
Atunci p(t) = @2(t + T') este o solutie a sistemului si cum @(t1) = @a(t2) = 1(t1),
din teorema fundamentald, rezultd ¢ = ;. Pe de alta parte, p2(t+T) = ¢1(t) pentru
orice t, deci cele doua orbite ¢; si w2 coincid.

c) Sistemul este echivalent cu 2"’ +z = 0. Polinomul caracteristic asociat 72 +1 = 0
are radacinile r = +1, deci solutia ecuatiei este z = C cost + Cysint, C1 2 € R. Dar
' =y, deci y = —Cysint + Cycost, C12 € R.

IV. a) Vom calcula I}, = / %dz. Avem
|z|=1
f(z) at+arz+ ...+ az" 1 1 1 k

- —ay — Ay At Ap_1 = ag b tay 2"
2k zk zk k-1 z " ’
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de unde, din teorema reziduurilor, rezulta

I, = 27i - Rez (f(lj),0> =27 - ap_q.
z
Calculim Jj = f(e®)e~™*tdt; folosnd substitutia e = z, rezultd

—T

_, dz 1 f(z) 1 1 .
Jy = 2k 2 =2 dz == Ipy1 = = - 2mi - ap = 27ay.
’ /|| 1f(z) c '/|| e e T s

iz
1 T . .

b) Demonstram intai cé/ f(x)’de = —i/ f(e"?edt. Fievy:|z| =1, Im z > 0.
—1 0

1
Atunci, conform teoremei fundamentale Cauchy, avem / f(2)%dz +/ f(z)?dx =
o —1

de unde

/11 fw)de = Af / f(e™)? - iedt = z’/o7T Fleh)? - etdt.

Demonstram ca / f(z)?dx < 27 Z ay. Observam ca

/ f(z dx</ f(z ——z'/(:r fe™)2eitar.

1
2d . it)2 itd
/0 f(z) dx Z~/0 fet)2etdt

1 ™ ™ ™
2d it\2 ztd‘ ity 2 itd _ ith it 2d.
| t@ran<| [ peyeta < it etan= [t [ e rar

Deoarece

FEP = £ (o) = (Z ) - (Z) = > anape Y,
k=0 p=0

k,p=0

Atunci < si obtinem

rezulta

/ f(z d:c</ Z Ak p etk=p) | gp = Z axp / et k=p) gt

T\ k,p=0 k,p=0

us

Daca k = p, atunci /

—T

T it(k—
/ Gtk gy — € (k=p)
- Z(k - p)

eMk=P) gt — / 1dt = 27. Daca k # p, atunci

i emilk—p) _ g—mi(k—p) )

B = =) il -sin(7(k — p)) = 0.

1 n
In concluzie, / f(z)?dx < 2m Z az.
0 k=0
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CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profilele electric si mecanic, 2009-2010

1. a) Metoda 1. inmul‘gim ecuatia diferentiala cu t. Obtinem ecuatia Bessel
22" (t) + ta' (t) + t?z(t) = 0, cu v = 0, a cirei solutie este
o) =C- oy =0y UL
S T a2 2

Impunéand conditia initiald z(0) = 1, rezultd C' = 1, de unde solutia unica

(o)
(_l)n t2n
t) = Z
z(®) nz:% (n))? 2
o0
Metoda 2. Fie x(t) = Z a,t" solutie a ecuatiei diferentiale. Atunci
n=0

oo oo
' (t) = Z annt™ ' si 2 (t) = Z anpn(n —1)t" 2,
n=1 n=2

deci obtinem Z apn(n — D" 4 Z nt" = Z ant" . Identificand coeficientii

n=2 n=1 n=0

_1)n

seriilor, se obtine a; = 0, agp4+1 = 0, 22n2a9, = —a9n_2, de unde ag, = M.

221 (n)2
: e . y (=1)" .
Din conditia initiala se obtine ag = 1, de unde rezulta as,, = . Solutia este
22n(nl)?
o] (_1)71 t 2n
deci z(t) = nE:O EOE (2) , & carei raza de convergenta este co.

b) Folosim transformarea Laplace. Atunci

pLlx] = 2L[z] + Ly] + 2L[7] (p—2)Llx] - Lly] - 2L[z] =0
PLIY| = —Llz] - 2L[] &9 Ll + Ly +2L[7] =0
pLEE =1 = Lz + Ly] + 2L[7] —Llz] = LIy + (p—2)L[z] =0,

de unde Llz] = —L[y] = m si Llz] = ﬁ. Rezultd solutia
xr=2(e? —el), y=2(e! —e%t), z = 2.

IT. Din relatia u(x,y) + v(z,y) = ©(%), notand £ = t(x,y) obtinem:

T

ou Oov -y ou ov 1

Sag=en(TF), EAp v (46)
u 0% N Jon 2y 0?u 0% o 1
@'F@—‘P(t)?‘f'@(t);ga 872/2+87y2—90(t)x2~

Cum u si v sunt functii armonice, impunem Au + Av =0 =

1 (42 1
" / —
" (t)— (1:2 + 1> + 2952 e (t)=0.
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Impértinand la 2, obtinem (% + 1)¢"(t) + 2t¢'(t) = 0, de unde
@(t) = Cyarctg (t) + Ca, C12 € R.

Inlocuind  1n relatiile (46) si folosind relatiile Cauchy-Riemann, obtinem:

vy o
Ox Oy 22 4 y2’ Oy Ox 2 4 y?’
de unde g—; = %;;;ZQ si g—z = %;f;y% Atunci
Fl2) =3 —iGs = Forim — G
Pentru y = 0 avem f'(z) = =22 — i1 = —C1(1+ )1, de unde
flx)=—-S(1+4)lnz + Cs, C3 € R,
deci f(z) = ,%(1 +i)In(z) + C5, C5 € C. Impunand conditiile initiale, obtinem

C3 =0sgi Cy = 2i. Rezulta f(z) = (1 —i)In(z).
ITI. Aplicam transformarea Laplace ecuatiei integrale; obtinem
pLlx] — 2L[x]L[cost] = L]t]L[sint],
de unde L[z] = m Consideram functia G(p) = #fil). Pentru G, p = 0 este
pol triplu, iar p = 41 sunt poli simpli. Atunci

242
x = Rez (G,0) + Rez (G,1) + Rez (G,—1) = ch t — 5

IV. Functia f este periodica, deci este suficient sa consideram f : [—m, 7] — R.
Seria Fourier trigonometrica a lui f este

% + Z [an, cos(nx) + by, sin(nz)].

n>1

1 (" 2 .
Calculam a,, + ib, = — / & - e dz. Folosind schimbarea de variabila
T J_r0+4sinx

Am 222 + Biz — 2

o . . o (Z2+1)2'Zn72
Cazul I. Dacd n > 2, atunci functia g(z) = P v

21 = 5 §i 20 = —2i. Cum |22] =2 > 1, rezulta ca

. 1 , —i i 3 (—i)n?
L 4ib, = — -2mi- ) ==
an +1 1 2m Rez (g 5 ) 516 . on2

] 1 2 1 2, ,n—-2
€' = z, obtinem a,, + b, = / u dz..
|z|=1

admite doua puncte singulare:

(-1)""2.3 ' ( ™ W)"*2

cos§+isin—

on+3 2
(-1)"=2.3 m=2)r . (n—2)7
= Tonis - | cos 5 + 281n 5 s

de unde, pentru n > 2, avem

GV S U

(-)"=2.3 . (n—2)7
n— on+3 2 ’ :

b, = on T3 - sin 5
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(z*+1)* —i
2(222+45iz—2)’ 2
z3 = —2i sunt poli simpli ai functiei g. Cum 23 nu este in interiorul drumului |z| = 1,
rezulta ca

Cazul II. Pentru n = 1, avem functia g(z) = iar z; = 0, 2z =

1 —i i (-1 3\ i -1 —i
S S U R L
a1 +iby = M<Rez (9,0) + Rez (97 2 )) 2 ( 2 +8) 2 8 16’

de unde a; =0 gi b; = ;—61.

2 2
Cazul 1I1. Pentru n =0 avem g(z) = %, pentru care z; = 0 este pol dublu,
iar 2o = 5*, 23 = —2i sunt poli simpli. Atunci

—1

1
ap +iby = e 2mi <Rez (g,0) + Rez (g, >)

2
i —5i+3i io—i 1
T2\ 4 4 ) 2 2 4

de unde ag = i. Rezulta ca seria Fourier trigonometrica ceruta este

f) = <+ (1> sing+ Y [(12);32 3 eos P s

16 2
n>2
—1)n2. —2
+( 2)n+3 5 sin (n = 2)m ~sin(nm)]

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profilele electric si mecanic, 2010-2011

I. a) Impunem conditia ca u si fie armonica, deci Au = 0. Cum u nu depinde de 6,
rezultd 94 — 0. Notdm ¢ = tg (6). Deoarece 2% = ¢(t) L si 22712‘ =" L +¢/(t)-
zs:;g, de unde conditia de armonicitate se reduce la ¢”(t) + 2¢/(t) - sinf cos6 = 0.

Sex 9 o _ 2tge 2 o) _ 2t
Cum 1nsa 2sinf cosf = sin 20 = Ttg2e = T _

O
rezultd ¢’ (t) = %7 Cy € Rgi deci ¢(t) = Cy arctg (t) + Cq, Co € R. Deci
u(p,0) = C10+ Cy, C1,C2 € R.
Folosind sistemul Cauchy-Riemann in coordonate polare, rezulta imediat ca
v(p,0) = —-Cilnp+ Cs, C,C3 € R.

Atunci f(z) = C10 + Cy +i(—C1Inp + C3), 2z = pe'?.

b) Cazul I. Daci a # 0, atunci distingem urmétoarele cazuri: 1.1) dacd r < a, avem
I = 27i-Rez (f,0). Cum z = 0 este pol de ordinul intéi, rezultd Rez (f,0) = e‘l/a-a%;
1.2) dacd r > a, atunci I = 27i - (Rez (f,0) + Rez (f,a)). Dar z = a este punct
singular esential i Rez (f,a) = c_1. Avem
1 1 1

1!(z—a)+2!(z—a)2+”'+n!(z—a)”+'”

rezulta

i integrand,

1
eﬁ:l—i—
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1 1 1
'((Z_a)2+l!(z—a)3 +"'+n!(z—a)"+2+"'>’

1/ 1 1 1 1 4 .
deundec_1:a<—a+1!aQ—2!aB+...>:—aQe .RezultaI:O.

Cazul II. Daca a = 0, atunci I = /

3
|z|=r %
punct singular esential si c_; = 0, de unde I = 0.

dz = 2mi - Rez (f,0). Dar z = 0 este

¢
II. Avem / 462! (u)du = 4e* x ' (t). Aplicand transformarea Laplace si

0
proprietatile acesteia, obtinem

1 5 p(p® —4p +4) 5
2
LIo(t 4. —— - pLlp(t)] = ——— — Llp(t)] = 5——,
p Llp(t)] + P [o(t)] i P [p(t)] PN
deci L[p(t)] = %. Fie G(p) = % -ePt. Pentru G, p = 0

si p = +5i sunt poli de ordinul intéi, iar p = 2 este pol de ordinul doi. Atunci
©(t) = Rez (G,0) + Rez (G, 5i) + Rez (G, —5i) + Rez (G, 2).

III. Folosind inversa transformatei Fourier prin sinus, obtinem

2 (= u . 1 (% usin(ut)
p(t) = 7T/O DL -sin(ut) du = - [m (u2 +a2)2du.

functie para

00 ut
Fie J = / (11672 du = 27i - Rez (f,ai). Cum u = ai este pol de ordinul doi,

o T )
f(w) . . .
te™ mite”® te™
Ita A ) = —— = i = .
rezultd Avem Rez (f, ai) TP de unde J 5, lar (t) 50
IV. a) Calculam
1 T ) 1 T 1 ] 1 1 693+in:v ™
.b7 —— znmd —— . x+znzd — . .
n + 20n 0 77Tf(m)e v 7r/,,r2sh7r c YT T 2shn 1+in|_,
1 1
_ . T\ — e ™ (—1)"
w-2shw 1—|—in(e( ) e ))
1 1 1 )™l -1
— . . _ .(,1)n.25hW:M,
7 2shm 1+in (1 +n?)
=" n(=1)"*
d d =——— &b, = ——,n>1
e unde a, (0T ) si by, 7r(1+n2)’n_
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1 (7 1 1
Calculam ag = 7/ f(z)dr = ————— - 2sh 7 = — gi rezulta
T ) m-2shm T
1 (=" n(—1)n*t
f(z) = p + T; {71‘(1—1—712) - cos(nz) + a0t n2) -cos(nz)|, x€ (—m,m).

b) Pentru obtinerea primei sume Sy, ludim x = 0 in dezvoltarea in serie de la
punctul a). Obtinem

f(O)—1+Z o 1 —1(1+S)
R n>17r(1+n2) 2shr 7 !
si deci S; = 5 7;1 — 1. Pentru obtinerea celei de-a doua sume Ss, folosim relatia lui
sh 7

Parseval,

ag 2 2 1 ("

n>1

. | 9 o 1 +n? .  relati .
In cazul nostru, avem a;, + b; = m = deci relatia devine

1 1 1 /™ 1

48, = .e2rq

27T2+27T2 7r/,7r2sh7re “

de unde rezulta Sy = mch m — %

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profilele electric si mecanic, 2011-2012

I. Integrala poate fi scrisa ca I; + I3, unde

I = /2” cos 2012z iz, I, — /2” sin 2012 e
0 0

3+ 2cosx 3+ 2cosx
2 20122 .
Calculam I + il = / ————dx. Schimbéand e'* = z, obtinem
o 3+2cosx

2012
I+l 1/ 22012 d 2r [ =3+ V5
1 = - _— Az =— | —— ,
! > l2j=1 22 + 32+ 1 V5 2

2012

o [ -3+ 5 .

deunde [ = — | —— , iar Iy = 0.
V5 2

II. z = 0 este punct singular esential si Rez(f,0) este coeficientul lui % din
dezvoltarea in serie Laurent a functiei in jurul lui 0. Cum insa
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1 1
2012 ;o 1) _ 2012 _1\n
z?%1 % sin (z) =z Z( 1) (20 1 1)1

n>0
rezultd c_1 = 5555 §i 1 = gonb.
IIL. a) () = = /Oo =9 sin(wt)dw=—— 1 > 0.
T Jo (a2 + t2)

b) Cum f(t) = gs(w), rezultd ca g(w) = %/OO f(t) sin(wt)dt = %e*a‘”.
0

IV. f(t) = n(b).

CONCURSUL DE MATEMATICA "TRAIAN LALESCU”
Faza nationald, anul II, profil inginerie, 2012-2013

I. a) Se verifca faptul ca functia datd este armonica gi se obtine f(z) = ze™?.

b) Notand Im g = t(z,y), conditia A(Ref) = 0 implica

7o)+ (3)

Dar g este olomortfa, deci Im g este armonica. Prin urmare, avem ¢ (t) = 0, de unde
o(t) = at + b.

+ ¢ (t)At = 0.

1
z

N e
¢) Inlocuind f in integrald, aceasta devine / —57— 5. dz. Notam g(z) functia
zj=r 2%(2 + 2i)
de sub integrala. Aceasta are doud puncte singulare: z = 0 punct esential i z = —24
1
—3;
pol de ordinul 1. Obtinem Rez (g, —2i) = —eT, iar cum

et 1 1 LIS S S 13+z2
22 z4+2i 20\ 22 2311 2420 7 2 (202 )

avem Rez(g,O):i(—éﬁ-ﬁ—wli)s—i—...):i(l—%—i—ﬁ—...):ie

Dacé R < 2, atunci I = 2miRez (g,0) = %26_2%.

S

Daca R = 2, atunci I = 2miRez (g,0) + miRez (g, —2i) = %6_%.
Daca R > 2, atunci I = 2mi(Rez (g,0) + Rez (g, —2i)) = 0.

—t
I1. Aplicim transformarea Laplace. Obtinem (p+ 1)2L[z(t)] =1+ L L(:_J , de

unde rezulta

1 1 et et
t)] = = L[te™! te! .
Ll (p+1)2+(p+1)2£[t+1} Llbe™] + Lge ]E[HJ
Atunci
—t —t et te—t ‘ " Ctga € d
x =tet+te *t+1—e —|—/0(—x)e Tri%

¢
1
=te '+ eft/ (t— x)m - 1dz=e’t(t +1)In(t + 1).
0
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II1. a) Calculam a,, + ib, = % / E)erx. Cu schimbarea de variabila
_. 5 —dsinzx
e = z, obtinem
Z" 1 )
n bn =1 ———————dz = —2m R , =
ap +1 W/Zl_222+5iz+2 z = —2miRez (f 2)
_ 24 g(cos% +isin 5)" _ g(cosn—gr +isin 5F)
32n 3 AL 3 2n ’
cos 5 2 sin &5 o . . .
de unde a,, = 3 gn1 W0= 3 bn, = 3 gn1 si rezulta seria Fourier trigonometrica
1 cos & sin &%
3 + Z 3 on 1 cosnx + 3 gn-1 SInnx.

b) Integrala ceruta este asp4+1 = 0.

IV. a) Obtinem
~ o . O . o .
fe(A) :/ eililxke’)‘md:v:/ zke”‘”‘”d:er/ e .

Notam prima integrala cu I si cea de-a doua cu Ji. Integrand prin parti, obtinem
k k! (—1)F - k!
Iy = — I, d de I, = (—1)F . Anal
k Rt e unde I} (-1) (1—|—i)\)k0 G nalog, avem
J k!
k= (1 — Nkt

o~ > —|x - l‘2k IAT - 1 - N
b) Avem G(A) = / e~ Il;)(%)!eA dx:];) wfzk@\). Cum fi(X\) a fost

1 1
calculat la punctul a), rezultd g(\) = ( ——r + - 2k), de unde
=\ (L+i)) (I—1iN)
. - 1 1 N A L Ll I S L B ) ks
=3 (7 + >)‘_[(2> *(21‘)]‘ e R

CONCURSUL DE MATEMATICA " TRAIAN LALESCU”
Faza nationala, anul II, profil inginerie, 2013-2014

I. Solutia propusa se obtine folosind transformarea Laplace. Cum
Llty)(p) = —L'[y)(p), Llty")(p) = —2pLY)(p) — P°L'[W](p), L[cht](p) = pzp_ T

se obtine ecuatia diferentiala
—2p
(1 =p*)L'[yl(p) — 20LIy)(p) = P
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e
(P2 —1)2
C este o constanta reald arbitara. Functia G(p) = L[y](p)e!* are polii dubli p = +1.
Reziduurile corespunzatoare sunt

sau, echivalent, ((1—p2)2L[y](p))’ = 2p. Integrand, rezultd L[y](p) = unde

(1—Ce' + (14 C)tet —(1-C)e t 4+ (1+C)te™?

Rez(G,1) = 1 , Rez(G,—1)= 1 ,
deci solutia este kitcht+ kosht, unde k1 = %, iar ko = %
a oo
II. Calculam f(z) = 50 + Z ap, cos(nz) + by sin(nz). Avem
=1
1 ,
ap, + b, = 7/ €“* cos(sinx)e™*dxz, n > 0.
™ —T
Folosind schimbarea de variabils e'® = z, rezulta
1 =2 21\ 2" 1
ap, + ib, = f/ e 7 cos (Z - ) Zdr= — (e* +e%)z" " \dz.
T J|z=1 21z 1z 270 J|21=1

1
Pentru n = 0, obtinem ag = 2, iar pentru n > 1, a,, = - si b, = 0.
n!

1
III. Se observd cd Z = —. Pentru n = 0, integrala de calculat este 2miRez(f,0).
z

2
Folosind dezvoltarea in serie Laurent a functiei sin — in jurul lui 0, integrala devine
z

—47
T Pentru n > 1, calculam separat integralele

. 2
2SI z sin =

h:/ ﬁrf@,bz/ = dz
lz]=1 27" +a [z]=1 2" T a

Pentru calculul lui I, avem 2n poli de ordinul intai situati in interiorul drumului,
astfel ca este de preferat calculul reziduului in punctul de la infinit. Obtinem I; = 0.
Analog se obtine gi I = 0.

a—+

IV. Membrul stang este o transformata Fourier prin cosinus si folosind formula

1
de inversiune obtinem f(z) = 3] |Se*‘“‘r(|a\x +1).
a
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aditivitate, 175, 179
antisimetrie, 188
aplicatie
armonica, 276
liniara, 110
aplicatie liniara, 20
aproximare, 33, 90
aria
interiorului unei elipse, 45
triunghiului, 5, 10, 105, 124
armonicitate, 221, 225, 226, 230, 235, 238,
242, 244, 284
automorfism, 192
axa de simetrie a parabolei, 163, 164
axiomele produsului scalar, 175
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208
diagonalizatoare, 97, 118, 192, 240
jordanizatoare, 123, 151, 193
ortogonala, 31, 97, 175
ortonormata, 4, 6, 9, 27, 107, 108,
116, 161
otonormata, 18
pozitiv orientata, 108
bijectivitate, 41, 131, 192
binomul lui Newton, 198

celula Jordan, 151
centrul

cercului, 33, 180

de greutate, 32

de simetrie, 44, 98, 204

discului, 278

elipsei, 36, 44

sferei, 36, 143, 180
cerc, 33, 35, 180, 219, 238
cilindru eliptic, 98, 102
circumferinta, 35, 184

coliniaritate, 5, 105, 191, 197
combinatie liniaa, 116
complexificata unei transformari, 99
conditiile Cauchy, 242
conica, 163, 164
cu centru, 36
fara centru, 163, 164
continuitate, 1, 5, 7, 8, 19, 24, 28, 31, 33,
35, 38, 40, 85, 86, 94, 103, 104,
106, 110, 114, 149, 163, 172, 185,
189
convergenta
unei serii, 10, 18, 19, 28, 32, 79
unui sir, 150
convergenta, 2, 20, 40, 75, 114
absoluta, 8, 114, 129, 165
simpla, 8, 13, 24
uniforma, 7, 10, 11, 13, 15, 25, 28,
34, 35, 37, 40, 110, 129, 133, 149,
152, 164, 165, 178, 184, 194
coordonate polare, 80, 284
coordonatele unui vector, 31
coplanaritate, 46, 208
coroana, 77, 273
criteriul
Cauchy, 121, 149, 152
clestelui, 177, 199
comparatiei, 113, 189
de comparatie, 87, 150
de necesitate, 86, 182
Leibniz, 86, 94, 114, 152, 154, 189
logaritmic, 182
Raabe-Duhamel, 113, 196
raportului, 182, 194
Stolz-Cesaro, 196
Sylvester, 143, 155
cuadrica, 2, 4, 33, 98, 105
fara centru de simetrie, 98
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cuadrica nedegenerata, 200
curbura, 102
curba, 3, 91, 102

dedublare, 179
defect, 197
derivabilitate, 10, 12, 13, 15, 17, 19, 30,
85, 93, 104, 121, 127, 133, 137,
144, 150, 151, 163, 185, 206
Fréchet, 12, 13, 15, 17, 85, 93, 104,
127,133, 137, 144, 151, 163, 185,
206
derivabilitate Fréchet, 20
derivate partiale, 1, 6, 12, 25, 28, 31, 35,
38, 181
de ordin 2, 40
determinant, 35
Vandermonde, 118
dezvoltare
in serie Taylor, 2, 3, 5, 12, 39, 89,
118, 187, 242
in serie de puteri, 25
diagonalizare, 1, 12, 31, 40, 123, 148, 151
diferentiabilitate, 12, 13, 15, 17, 19, 25,
31, 32, 40, 85, 93, 104, 127, 133,
137, 144, 151, 163, 181, 185, 206
Fréchet, 1, 3, 6, 20, 35, 85, 93, 104,
106, 127, 133, 137, 144, 151, 163,
172, 185, 206
dimensiune, 11, 14, 38, 125, 131, 135, 136,
192, 196
directie normala, 208
disc
inchis, 32
deschis, 278
discontinuitate, 33, 110, 178
discriminant, 91, 248
divizori, 9, 118
domeniu
inchis, 12, 15, 32, 44
conex, 278
de convergenta, 1, 7, 11, 19, 25, 40,
86, 94, 112, 113, 121, 133, 189,
194
dreapta, 40, 91, 109, 143
parametrizata, 91
drum
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inchis, 221, 268
parametrizat, 91
dubla incluziune, 131, 151, 167

ecuatia
carteziana a unei suprafete, 105
redusa a unei cuadrice, 91
ecuatie
Bessel, 282
caracteristica, 190, 228, 236
diferentiala, 64, 246
diferentiala de tip Euler, 228, 246
diferentiala liniara, 228, 237
diferentiald omogena, 64
integrala, 59, 75, 77, 80, 81, 283
integrala Fourier, 58
omogena, 249
ecuatie caracteristica, 148
ecuatii parametrice ale unei suprafete, 105
elementele Frenet, 102
elipsoid de rotatie, 91
elipsa, 36, 102, 215, 248
endomorfism, 8, 131
jordanizabil, 192
extrem local, 21

familie
liniar dependenta, 3, 116
liniar independenta, 93, 117, 134
forma canonica Jordan, 123, 151, 192, 193
formula
Euler, 242, 248
lui Parseval, 73, 205, 220, 256, 267,
286
Taylor, 2, 3, 5, 12, 39, 89, 118, 187,
242
formulele
Euler, 62, 63, 280
Frenet, 102
forma
biliniara, 43, 142, 200
biliniara simetrica, 33
liniara, 30
patratica, 26, 27, 30, 33, 95
pozitiv definita, 26, 27
fractii simple, 232, 259, 273
frontiera, 12, 15, 21, 59, 127, 137, 152,
202
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functia
B, 158, 173, 181
T, 36, 158, 173, 181, 186, 190
original, 58, 218, 219
functie
armonica, 60, 62, 63, 68, 76, 77, 209,
211, 212, 221, 225, 229, 230, 235,
247, 252, 282, 284
complexa multiforma, 254
concava, 37
continua, 37, 43, 193
de clasa C*, 10, 11, 29, 32, 44, 60, 79,
82, 204
diferentiabila, 80, 193
impara, 120, 205, 264, 265, 273
olomorfa, 56-63, 65, 68, 69, 74-78,
80, 82, 209, 226, 276
para, 232, 243, 260, 264, 266, 285
periodica, 7, 58, 110

generatoare ale unui cilindru, 98

hiperboloid cu o panza, 34
hiperbola, 6, 203

imagine, 1, 7, 11, 12, 27, 29, 35, 37, 38,
40, 92, 131, 167, 176, 184, 188,
200

imaginea unei aplicatii liniare, 20
imaginea unei functii, 46
independenta liniara, 38, 189
inductie, 150, 168, 183
inegalitatea

Cauchy-Schwartz, 116, 117

triunghiului, 116
injectivitate, 106, 131, 160, 204
integrala, 39

convergenta, 38, 154

cu parametru, 29, 39, 46, 190

definita, 223, 258

improprie, 123, 153, 258
integrare

prin parti, 118, 120, 123, 195

termen cu termen, 11
interval

conex, 129

deschis, 204
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intervalul de convergenta, 1, 11, 25, 40,
86, 94, 112, 113, 121, 133, 189,
194
invarianti, 164
inversa transformarii Fourier, 268
prin cosinus, 220, 274
prin sinus, 225
inchidere topologica, 32

jordanizare, 123, 151, 192, 193

lagrangian, 142, 159, 202
lema lui Jordan, 221, 259, 268, 272
limite laterale, 133
limita, 40, 113, 119, 120, 150, 163, 196,
224, 254, 268, 272
liniar
dependenta, 91
independenta, 45, 116, 234, 237
liniaritate, 109, 115
loc geometric, 36
lungimea arcului de curba, 3, 91

matrice
antisimetrica, 16, 30, 184
autoadjuncta, 99
de schimbare a bazei, 12, 104, 151
diagonalizabila, 6, 10, 21, 105, 123,
124
diagonalizatoare, 118, 123, 163
diagonala, 4, 7, 18, 97, 104
inversabila, 7, 25, 36, 111, 150
jordanizatoare, 193
modala, 97, 104
nesingulara, 192
nilpotenta, 123
ortogonala, 4, 6, 108
simetrica, 29, 96, 109
matricea
exponentiala, 218
hessiana, 95, 104, 159
unei transformari liniare, 26, 27, 29,
31, 110, 168, 190
unui endomorfism, 4, 12, 192
metoda
contractiei, 89
Gauss, 172
valorilor proprii, 98, 160, 250
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variatiei constantelor, 240, 241, 249
minorii Jacobi, 159, 161
monotonie, 34, 142, 150
multiplicitate, 123, 192
algebrica, 192, 196
geometrica, 109, 192, 196
multime
inchisd, 12, 15, 32, 44, 115, 141
de convergenta, 1, 11, 25, 40, 86, 94,
112, 113, 121, 133, 189, 194
deschisa, 1, 32, 78, 204, 278
multimea de convergenta
a unei serii de functii, 38
a unei serii de puteri, 10
marginire, 150, 183, 272

natura unei serii, 34, 114, 150
numerice, 31

normare, 97, 161

norma, 33

nucleu, 1, 3, 7, 8, 11, 12, 27, 29, 35, 37,
38, 40, 87, 92, 109, 115, 131, 160,
167, 176, 184, 188

nucleul unei aplicatii liniare, 20

omogenitate, 175, 179
operator
autoadjunct, 4, 99
liniar, 4, 25, 200
operatorul lui Laplace, 80
ordinul unei celule Jordan, 151
orientare pozitiva, 6, 108
originalul transformatei Laplace, 222
ortogonalitate, 34, 97, 141, 175, 188, 195
ortogonalizare, 31, 97, 161, 175

paraboloid eliptic, 50
paraboloid hiperbolic, 105, 200
parabola, 163
paralelipiped, 46, 208
parametrizarea

elipsei, 102

unei drepte, 91

unui drum, 91

unui segment, 137, 224
parte

intreaga, 32, 110

fractionara, 7
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patrulater inscriptibil, 184
perimetrul unui triunghi, 10
plan, 40, 91, 102, 109, 141, 191, 193
tangent, 2, 107, 143
plane, 39
concurente, 191, 193
ortogonale, 191
poli, 215, 217, 218, 221, 223, 225-227,
232, 233, 235, 239, 244, 248, 249,
256, 258, 259, 269, 272, 274, 276,
280, 283-285, 289
polinoame relativ prime, 7, 111
polinom
caracteristic, 4, 7, 88, 96-98, 101, 105,
111, 115, 151, 156, 161, 162, 192,
217, 279, 280
Taylor, 17, 18, 144
polinom caracteristic, 148
pozitiv
definire, 4, 26, 27, 100, 155, 161
semidefinire, 197
pozitivitate, 175, 179
prelungire prin continuitate, 271
primitiva, 78, 278
problema Cauchy, 61, 63-65, 68, 72, 74,
80, 211
procedeul Gram-Schmidt, 31, 97, 161, 175
produs
de convolutie, 287
mixt, 188
scalar, 1, 12, 18, 27, 29-31, 33, 39,
41, 97, 175, 179, 188
vectorial, 105, 187, 188
programare liniara, 142
progresie aritmetica, 42, 198
proiectie, 40, 109, 110
ortogonala, 6
punct
critic, 10, 11, 94-96, 104, 106, 114,
158, 165, 166
de discontinuitate, 110
de echilibru, 79, 280
de extrem, 6, 12, 28, 95, 96, 104, 159
de extrem conditionate, 26
de extrem global, 10, 11, 45, 198
de extrem local, 3, 10, 15, 19, 26, 42,
44-46, 159, 202, 204, 205
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de minim, 28

singular, 217, 219, 223, 224, 235, 244,
247-249, 258, 272, 276, 280, 283

singular esential, 219, 222, 223, 226,
231, 238, 244, 263, 266, 274, 285

stationar, 3, 19, 28, 96

quasipolinom, 217, 228, 241

ramura principala a logaritmului, 248
rang, 42, 45, 88, 115, 134, 193, 196, 197,
200
raza
cercului, 33, 180, 258
de convergenta, 1, 9, 26, 35, 86, 94,
112, 118, 157, 194, 282
sferei, 36, 143, 180
recurenta, 9, 14, 41, 119, 120, 136, 150,
187, 196
regula 1'Hospital, 151
relatie de recurenta, 9, 14, 119, 120, 136,
150, 187, 196
relatiile
Cauchy-Riemann, 283
lui Viete, 101, 171
reperul Frenet, 5, 102
restul Lagrange, 118
reziduuri, 59, 62, 63, 65, 69, 76, 214, 215,
235, 249, 270, 276, 283, 289
rotatie de reper, 98, 105, 164

schimbare de variabila, 186, 210, 239, 283
serie
absolut convergenta, 129, 182
convergenta, 8, 24, 110, 150, 172, 182,
183
de puteri, 1, 6, 10, 11, 25, 40, 119
de puteri convergenta, 80
divergenta, 8, 34, 120, 182
Fourier, 57, 58, 73-76, 79, 81, 92,
219, 256, 258, 266, 272, 273, 279
Fourier complexa, 263
Fourier de sinusuri, 75
Fourier trigonometrica, 77, 80, 205,
214, 283
Laurent, 56, 57, 65, 77, 219, 235, 244,
252, 257, 263, 266, 273, 274
Maclaurin, 121

Concursul ”Traian Lalescu”

numerica, 81, 120
Taylor, 2, 3, 5, 12, 39, 89, 118, 187,
242
uniform convergenta, 13, 110, 129,
133, 152, 165, 178, 184, 194
sfera, 33, 36, 143, 180, 186
signatura, 172
simbolul lui Kronecker, 179
simetrie, 175, 179
sistem
caracteristic, 97, 99, 101, 234, 237
Cauchy-Riemann, 80, 284
de coordonate, 164
de ecuatii diferentiale, 62, 68
diferential, 58, 59, 64, 245, 277, 279
diferential omogen, 229
liniar, 218, 228, 241
sistem diferential, 69
spatiu vectorial, 20
stabilitate, 56, 279
subspatii suplementare, 160
subspatiu
ortogonal, 27
propriu, 8, 25, 38, 93, 99, 101, 118,
150, 176, 245
vectorial, 3, 19, 29, 30, 36, 115
suma
a doua subspatii vectoriale, 169
seriei, 6, 7, 9, 19, 25, 26, 35, 120, 154
unei serii, 20
suma directa, 20, 131
suprafata, 6, 43, 44, 105, 200
surjectivitate, 131
sir
Cauchy, 119
de functii, 7, 37, 40, 110
definit recurent, 9, 14, 41, 119, 120,
150
uniform convergent, 7, 34, 37, 164
girul
lui Rolle, 88
sumelor partiale, 119

tangenta, 36

teorema
Cayley-Hamilton, 1, 88, 105, 186
dimensiunii, 125, 131, 135, 136
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functiilor implicite, 2, 17, 19, 20, 28,
89, 166
fundamentala Cauchy, 210, 230, 232,
236, 243, 263, 276, 281
Grassmann, 169
lui Fermat, 124
lui Pitagora, 180
lui Ptolemeu, 184
rangului, 200
reziduurilor, 57, 58, 60-62, 64, 65, 72,
77, 210, 221, 226, 243, 245, 247,
248, 268, 280, 281
semireziduurilor, 243
tetraedru, 6, 107
torsiune, 102
transformare
conforma, 188
liniara, 4, 7, 11, 26, 27, 29, 31, 35-39,
92, 109, 188
transformarea
Fourier, 227, 274, 275, 285
prin sinus, 225, 265
Laplace, 56-60, 74, 75, 77-79, 81, 82,
210, 213, 218, 220, 222, 225, 227,
232-234, 240, 245, 249, 250, 253,
259, 262, 264, 269, 274, 275, 277,
279, 282, 283, 285, 287, 288
Laplace inversa, 227, 233, 269, 274,
275
transformata
Fourier, 60, 76, 77, 82, 271
prin cosinus, 72, 74, 76, 255, 271
prin sinus, 74-76, 225, 271
Laplace, 75, 77, 211, 218, 222, 253,
287
translatie de reper, 91, 98, 105, 164
triedrul Frenet, 5, 102

unghi, 3, 31, 37, 38, 188
urma unei matrice patratice, 10, 32

valori proprii, 1, 3, 4, 7-10, 12, 19, 21,
25-27, 30, 38, 40, 92, 96, 97, 99,
109, 111, 115, 118, 123, 148, 150,
156, 160, 161, 176, 189, 190, 208,
228, 234, 236, 245, 250

vectori

liberi, 46, 132, 208
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principali, 123, 193
proprii, 3, 4, 6, 8, 18, 25, 26, 38, 40,
92, 97, 99, 105, 107, 108, 111,
115, 123, 150, 162, 193, 208, 228,
234, 245, 277
versor, 102, 117, 141, 188
viteza unui drum parametrizat, 91
volumul
unui paralelipiped, 46, 208
unui tetraedru, 6, 107
varful unei parabole, 164



