Universitatea Politehnica din Bucuresti 2000
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie

1. Un cub ABCDA'B'C'D’ se sectioneaza cu planul mediator al diagonalei AC’. Sa se specifice forma
sectiunii obtinute.

a) triunghi; b) hexagon; ¢) trapez; d) patrat; e) octogon; ) pentagon.

Solutie. Fie O mijlocul diagonalei AC’ a cubului ABCDA'B’'C’'D’, fie = planul perpendicular pe AC’
care trece prin punctul O si fie a lungimea laturii cubului (vezi figura).

C!

Ducem din O perpendiculara pe AC’ in planul ACC’. Aceasta intersecteaza diagonala AC a bazei in
punctul U. Avem AC’'AC ~ UAO (triunghiuri dreptunghice cu varful C’AC comun), deci % = ;;‘CU, &

D2 = AU deci AU = 3av2 = % = L. Fie UM L AC,M € BC. Atunci ACUM ~ ACBA

(triunghiuri dreptunghice cu varful ACB comun), deci % = %—AX & av?2/4a = f—\% = CM = a/2,

deci M este mijlocul muchiei AB a cubului. Pe de alta parte, se observa ca MU este perpendicular pe
planul ACC" (MU L AC din constructie si MU L CC’ deoarece CC’ este perpendicular pe planul ABC,
deci CC" L CM = CM L CC"). De asemenea, OU L AC’ (din constructie), deci folosind teorema
celor trei perpendiculare, rezultd MO 1 AC’, deci M € w. Analog se aratd ci mijloacele N, P,Q, R, S
ale muchiilor BB’, B’A’, A’D’', D'D, DC respectiv, apartin planului 7. Atunci gi segmentele care unesc
aceste puncte, M N, NP, PQ,QR, RS, SM, care au lungime egala cu a/\/§ sunt incluse in acest plan, deci
si hexagonul M NPQRS determinat de acestea. Laturile opuse ale acestui hexagon sunt paralele intre
ele (fiind paralele cu diagonale omologe ale fetelor opuse ale cubului), deci hexagonul este regulat. Prin
urmare 7 intersecteaza cubul dupa hexagonul regulat M NPQRS.

2. Un triunghi echilateral este descompus in N triunghiuri echilaterale disjuncte in modul urmaétor: fiecare
latura a triunghiului dat este impartita in n parti egale (n > 7) si prin punctele de diviziune se duc drepte
paralele cu laturile triunghiului. S& se determine V.

a) 2"; b) 5773: ¢) n3; d) n?%;e) n(n+1); f) 3n7 L.

Solutie. Paralelele duse la baza triunghiului echilateral prin cele n — 1 puncte de pe latura AB a

triunghiului impart trlunghlul in n benzi care con‘gm respectiv 1,3,5,...,2n — 1 triunghiuri mici. In total
1
triunghiul dat contine N = E (2k—1) =2 E k —n= 2# —n = n? triunghiuri mici. Putem

k=1 k=1
verifica acest lucru prin inductie: pentru n = 1 avem n? = 1, deci un singur triunghi, iar daci pentru

laturi divizate in cate n segmente egale avem N = n?, atunci triunghiul cu n + 1 segmente egale va avea
in plus o banda inferioard cu 2n 4 1 triunghiuri mici (vezi figura).
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Deci noul triunghi (omologul celui vechi cu numéarul de diviziuni incrementat) va avea N’ = n?+(2n+1) =
(n+1)2, c.c.t.d.

. Un trapez isoscel, circumscris unui cerc, are lungimile bazelor de 8 si 2. Sa se calculeze aria trapezului.
a) 28; b) 16; ¢) 12; d) 20; e) 15; f) 10.
Solutie.  Inaltimea trapezului este CE = /CB? — BE? (vezi figura).

n

A N'E * B

Dar CB=CF+ FB=CM + BN = CTD + BTA =1+ 4 = 5, unde am folosit faptul ca tangentele duse
dintr-un punct exterior la un cerc sunt de aceeasi lungime. Pe de alta parte, BE = BN — EN =
BN-CM = %—% =4—1=3. Deci CE = /52 — 32 = 4, iar aria trapezului este A = %C’E =
SH 4 =12

: .

. Sa se calculeze sin2zr dacd tgz = 3.

a) 2:b) L) 2:d) Lre) 2i1) L.

2 2

NI

. . 2tgx 2-3 6 3
Solutie. Avem sin2z = T+ te’s = 159 = o = 5

1
. Pe latura AD a paralelogramului ABCD se considera punctul E astfel incat AF = MAD. Fie F

punctul de intersectie al dreptei BE cu diagonala AC. Sa se calculeze raportul a0
a) Tom5; b) 5em; €) tome; d) 57 e) alt raspuns; f) ook
19997 °/ 2000 ©) 19987 %) 2001° puns; 1) 36032 -

Solutie. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor AD gi BC' ale paralelogramului (vezi figura).

C

Aplicand teorema Menelaus pentru secanta BE gi triunghiul AOD, rezulta

FA BO BD_,  AF_BD BA_2 gmdAD _ 2
FO BD EA =~ " FO BO DE 1 AD-— 3-AD 1999
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Prin urmare, avem

AF 2 2 :>A7F_2 :>A7F_AF_1
AF +FO 241999 2001 FO 2001 AC 240  2001°

. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu toate muchiile de lungime 4. Sa se calculeze distanta de
la mijlocul M al muchiei laterale V' A la muchia BC' a bazei.

a) 3ib) 35 ¢) 53 d) 3V1L; e) V1L f) V4.

Solutie. Fie {O} = AC N BD, E proiectia lui M pe planul bazei (E € AC) si fie F proiectia lui E pe
BC (E € BC). Folosind teorema celor trei perpendiculare, rezultd M F L BC (vezi figura).

v

Dar ME = % (din AAME ~ AAVO) iar EF = % - AB (din AEFC ~ AABC si AE = EO = CE =
% - AC). Pe de alta parte, in triunghiul dreptunghic VOC avem

2 2

VO =+VVC2—-0C? = VC2—<AB\/§> = 42—<4\/§> =2V2.

Deci ME = VTO = /2, iar EF = % - AB = 3. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic
MEF, rezulta MF = VME? + EF?2 = /2 +9 = /11.

. Aria unei sfere inscrise intr-un trunchi de con cu razele bazelor R si r este
a) 4w Rr; b) wRr; ¢) 7 (R* — r?); d) 2w Rr;
e) nu se poate calcula; f) 7 (R? +1?).

Solutie. O sectiune prin axa de simetrie a trunchiului de con are forma unui trapez circumscris unui
cerc mare al sferei (vezi figura).

L
Rr

R R

Fie p raza sferei. Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiul hagurat, obtinem inaltimea h = 2p a
trapezului, h = \/(R+1)2 — (R —r)2 = V4Rr = 2V/Rr. Deci p = VRr, iar aria sferei este A = 4mp? =
47 Rr.

. Fie ABCD un patrulater convex si M, N, P,Q respectiv mijloacele laturilor AB, BC,CD,DA. Sa se
Aapcp

Avnpg

a)rz%;b)r:%;c)r:4;d)r=\/§;e)7°:3;f)r:2.

Solutie.  Se observa ci M N este linie mijlocie in ABAC' (vezi desenul), deci ABMN ~ ABAC, cu
MN .AABMN:<1)2 1

< 1
raportul de asemanare = = 3, deci
Aapac

determine raportul r =

2

1
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10.

11.

A A A 1
ADpQP _ AAONP _ Aaame _ 1 o

Aaapc  Aacep  Aaasp 4

Analog obtinem

Aapecp = Aunpg + (Asun + Apor) + (Aconp + Aung) =

1 1
=Amnpo + Z(AABC + Aapc) + E(ACBD + Aapp) =

1 1
=Aunpo + Z(AABC’D + Aagcep) = Aunpg + 3 Aagcp,

Aamnp 1 .
ZAMNPQ _ ACBDsina ypde o este

—. Alta rezolvare. Avem Aaspcp =
AaaBcD

unghiul format de diagonalele patrulaterului. Dar « are aceeasi marime cu unghiul format de laturile
paralelogramului M NPQ (laturile paralelogramului sunt paralele cu diagonalele si sunt egale respectiv
cu 1/2 din lungimile acestora, fiind linii mijlocii in triunghiurile AABC,AADC,ACBD,AABD). Aria
paralelogramului M N PQ este

. 1
deci -AMNPQ = iAABCD =

BD AC AC - BD -si
Avnpg = QM- QP -sina = —= - —= sina = : Smo‘:AA;’CD.

Sa se calculeze produsul P = sin 30° cos 45° tg60°.

a) ¥ b) Jzi o) Y5 d) Vi e) 45 f) 2.

Solutie. Avem P = % . g V3= %.

In triunghiul ABC, dreptunghic in A, lungimile laturilor satisfac relatiile b = ¢ + 1, a < 5. Atunci

a)0<c<3;b)e=mc)e=3,1;d) c=3;e) c>4;f) c=2V3.

Solutie. Din teorema lui Pitagora, obtinem a = v/b2 + ¢2. Folosind conditiile din ipotezi, rezults
a<beVct1)32+2<5=2+c-2<0& (c—1)(c+2) <0 ce (—2,1).

Dar ¢ > 0, deci ¢ € (0,1), prin urmare 0 < ¢ < 3.

Fie A si B doua puncte distincte fixate intr-un plan. S& se determine multimea punctelor M din plan
pentru care aria triunghiului M AB este constanta.

a) un punct; b) reuniunea a doud drepte concurente;

¢) o dreaptd paralela cu AB;

d) reuniunea a dou# drepte paralele; e) o dreaptd perpendiculara pe AB;
f) un cerc trecand prin A si B.

Solutie.  Aria triunghiului este A = w, deci A si AB constante conduc la d(M,AB) =

% =const. Prin urmare M descrie o pereche de drepte paralele cu dreapta AB, aflate la distanta % de

aceastd dreapta (vezi desenul).
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12.

13.

14.

15.

16.

M"

s
Sa se determine x € (0, 5) astfel incat cosz = v/3sinz.
a) 3;b) £ c) %; d) alt raspuns; e) nu exista; f) 7.
Solutie. Se observa ca x € (0,%5) = cosz > 0. impér‘gind ecuatia prin cosz # 0, obtinem tgx = %7
deciz = § € (0,%).

In triunghiul ascutitunghic ABC, punctele C’ si B’ sunt picioarele inaltimilor duse din varfurile C si B.

Se da m(A) = 60° si BC' = a. S& se calculeze B'C".

a) §; b) el c) §; d) nu se poate calcula; e) 7; f) “T‘/i

Solutie. Se observii ¢i BC'C = BB'C = 90°, deci BCB'C" este patrulater inscriptibil (diagonalele
formeaza unghiuri congruente cu laturi opuse), deci suma unghiurilor opuse ale patrulaterului este de 180°
(vezi figura).

Prin urmare AC'B’ = 180° — C'B'C' = ABC si analog se obtine AC'B’ = ACB. Deci AAB'C" ~ AABC
(au unghiurile respectiv egale). Pe de altd parte, din triunghiul dreptunghic AC'C avem AC’ = AC cos A,
deci raportul de asem#nare al triunghiurilor AAC’B’ si AABC este dat de raportul laturilor omologe

AC’ _ A1 & s B'C' _ 1 v _ 1 _a
G =cosA=3,sideci 55 =5=BC"=a-5=3.

Volumul unui cub de diagonala d este

a) T3 b) 24 ¢) LN2; d) 3d%; e) d; £) L.

12
Solutie. Daci a este latura cubului, atunci d = a+/3, deci a = d/+/3, iar volumul este V = a® = 355 =
d*V3

9

Un tetraedru are volumul V' gi aria totala A. S& se calculeze raza sferei inscrise in tetraedru.

a) 53 b) 2 c) 55 d) gaie) o4 f) 55

Solutie. Fie r raza sferei inscrise in tetraedru. Unind centrul sferei cu varfurile fiecarei fete a tetraedrului,

o-r

se obtin patru tetraedre - fiecare de volum %*, unde o este aria unei fete. Suma celor patru volume este
. 3V
V, deci r = =f.
8c

7
Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi ABC. Si se calculeze cos A, daca a = gc sib= 3

a) Pib) 3i¢) §id) gie) —: 6) 2.
Solutie. Aplicand teorema cosinusului in triunghiul dat, obtinem
i b+ —a® (8¢/3)* 42— (7¢/3)2  644+49-49 3 24 3 1

A: = —_— = = T = —.
o8 2bc 2. (8¢/3) - ¢ 9 169 16 2
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17. Sa se calculeze aria triunghiului ale carui varfuri au afixele

18.

21 =241 20=2—1, 23 =1.
a) V2; b) 4; ¢) 3; d) 2v2; ¢) 3; f) 2.

Solutie. Coordonatele varfurilor triunghiului asociat celor trei numere complexe, sunt (2, 1), (2, —1), (0, 1),
deci folosind formula ariei cu determinant, rezulta

2 1 1 1
0 1 1

Se d& o coroand circulard de raze R,r (R > r). Cercul mic este inscris, iar cercul mare este circumscris
aceluiagi triunghi. S& se calculeze raportul R/r.
a) 8; b) problema nu are solutie; c) v/3; d) 2; e) v/2; f) 3.

Solutie. Daca O este cercul centrului circumscris, acesta coincide din ipoteza cu centrul cercului inscris
in triunghi (vezi figura).

Prin urmare in triunghi mediatoarele coincid respectiv cu bisectoarele, deci sunt si mediane, si inaltimi.
Deci triunghiul este echilateral, iar inaltimea sa este impartita de centrul sdu de greutate O in raportul
R _ 2
L=2=2

1

T
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